
完備性 : 对任何合 logic 的 玫 学敘述 此 系統 恆 可 判 断其 对错

Gòdels incompletenesstheorems

包含 1N 算教 系 统 的 公理化 系 统 :

1
. Incomplete (不完備 ) 即 : 必有 命題不可证伪

2、 天 法证明 ⾃⾝ Consistentl⾃治 1⼀致性 ) (⾃ 洽 : 不⽭盾 )

Elementary Geometry system 完備

Arithmeticsystem 1 ZFC system 不完備

C.tl
.

(連 续 统假设 ) 与 ZFC 相容 (Consistent ) 1940
、
Gòdel

C.H
.

与 ZFC 独立 1963
、
Paul Cohen

在 ZFC 下 不可 证伪
,
如欧 ⽒幾何 的平⾏公理

现有攻学 系統接受

C.H.cc
-8 语 ⾔

Def f 为 定 义 在 点 a 附近的 函玫
,
称 品吋內 ⼆ l 若 :

UE > 0
,
彐 S = S ( E

,
a)

suchthatlfm-ll-Ewheneveroclx-alcSDefinfm-liffUE-O.INst.lfm-llc.cc wheneverx > N

Def 第 an ⼆ l iff UE > 0
,
⼆

NS.t.lan-l/aEwhenevernsNLimit的基本性質

定理 : 夾挤 原理

(a) gtxkflhlx) , 在 点 a 附近若 品只 9 IX) ⼆点只出 ⼆ l
,
則 Isàflx) ⼆ l

(b) gtnflhlx) , 当 ✗ 夠⼤ 若 無名 9 IX) ⼆点mdnlx) ⼆ l , 则 怎⽣必 ⼆ l

(c) an Ebn E Cn
,
当 n夠⼤ 若 yan ⼆ 监 Cn ⼆ l

,贶悠 bn ⼆ l

Pf" 給 E > 0
,
由 Inglx) = l , ⼆ S.s.t.lgm-ll-Ewheneveroalx-al.si

;
同理

,
由 iǎàhlx) = l , ⼆ Szs.t.lhm-ll-Ewheneve.ro < lxalcsz

;
取 S = min { S

,
Sz}

,
则 当 0 < lxalcs

,
有 ltcgtxkflhlxklt E

,
即 lftxrll < Ewhenever 0<1 ✗ - alcs



" lim_ = 1 : ininzi-IV-n.li 令 ⻄ ⼆ 1 ⼗ En
,
欲证 品昌 En ⼆ 0 ,ma

n = 1 1 + En)
"
= ltnEnt

"
是" Eit … => n >

"

⽣⽇ Ei ⇒ Ensrn → Oasn→

六点台 En ⼆ 0 ii)通 ⇒ lin⻄ ⼆ 1

exi limllti
"
= 1 : inlltizl Un > 1 iii)I.lt#nTEe,lI+iie,malI+iien
→ 1 asn→ I.VE > 0

,
⼆

ns.t#E,lI+ikll+ii=lInt-seEasn-sa,E任意
, 無 Eljin.in ⇒ linlltiE

limflx) = li
,
iii) ⼆

lzythenx-sal.ifmglxililzzlimfm.gg
= l

,
• lz

✗→a

3. limflx) : glx) = l , •

˙

lz
,
当 lz.IO

✗→a

M : 由 fǎflxih ,
泛 > 0

, IS.s.t.lfm-l.lt 当 0 < lxalcs ,
⼀ (1)

,

由 品只 9比) ⼆ lz.it#O,ISzs.t.lglx)-lzlt 当 0<1 ✗ - alcsz ⼀⼝ )
,

取 8 = min {8"82}
,
当 0<1 ✗ - alcs ⇒ ⼩⼼ 成立

⇒ UE > 0
,
-7 Ss.t.lfmtgm-l.tl/ElHx)-l.ltlglx)-lzkE 当 Oclx - alcs

Remark 短相派 ⇒智⿒⼀点 k
,
中 筏到⼀遭

limflx) = l => fisboundedinsomeneighborofailemmax.cn

即 forsome M > 0
,
彐 8 > 0

,
st.fm EM V04xa⼼

M

必 对 E = 1
,
⼆ 8 s.tl flxrlkl 当 Oclxa⼼

,
即 fmcltl 当 oclxa⼼

Mi 给定 E > 0 , lfmgtn-l.IE/Hx)gtx)-l.gmltll.gtx)-llzI
(I) (2)

⼆ lfm-l.lqytlilqy-ljiglxklzigisbounded.in anhdofa ,

saybyMinla-S.at So ) ; (1) Elfm-l.IM , 由 iflx) = l ,

对 忘
,
⼆ Sist.ltxr.lk 有 当 0<1 ✗ - alcs , ⇒ (1) <i M = i

;
由 總 9內 ⼆ lz

,
ifl , 北 , 对 zi ⽇ Szs.tlgtnlzk法 当 0<1 ✗ - alcsz

E
⇒ (2) < l , ·

za
⼆ Ǐj 取 5-minlso.si , Sz} ⇒ (1) < Ǐ 且 (2) < zl

当 Oclxalcs ⇒ lfmgy-l.lt < E 当 Oclxalcs



Remark 若 l , ⼆ 0 ,
(2) ⼆ 0

,
(1) < f < E ⇒ ifm.gl#l, • lz 成立

limflx) : glx) = l , : lz 只须证 熄 giez
x-salimflxr-l.lt 0 ⇒ ifièLemma

x→a

S l
不妨设 l > 0

,
由 inflx) = l ,pfi 给定 E > 0

, Àe fm.li

IS.s.t.fi flx) < Y 当 0<1 ✗ - alcs , ⇒ icǜ ⼆ ⾼ ,

故 Àe 作 · flxrlj 再由 ìnflx) = l , 给定 E > 0 ,
⼆ Szs.t.flxrlc.EE 当 0<1x-alcsz-ieh.EE ⼆ E

当 0<1

x-alcswhere5-minlsi.Sz.JP" iiiiz ,
熄想 我乘yiliez

Weierstrassapproximationthmifconti.cn
[ a
,
b ]
,
UE > 0

,
⼆ poly.pl#s.t.ltxEIa,bJ,flx)-plx)CE

連 续 函奴

fdef.in anbdofayififM-fM.sayfconti.at
afdef.onICIRyfconti.ateverypoint.XEI.sayfconti.cn I

連 续 函玫基本定埋

I = [ a, b ]
,
fconti.cn I

1. 中 间值定理 fnflb) < O => I C Ela, b) st.fic) ⼆ 0

l-dimfixedpointthm.ifconti.cn [ a, b ] , f ( [ a, b ] ) C [ a, b ] ,

flx) E [ a, b ] UXE [ a, b ] => I C E ( a, b) st.fic) ⼆ C

Pf ii) 设 fnta 且 fb) Fb
,
令 glx) = flxrxglānfara > 0,9 (b) ⼆ flbrb < Oj

gconti.cn [ a, b ] , 依中 间值定理
,
IC Ela

,
b) st.glc) ⼆ 0 , 即

flc) ⼆ C

(ii) iffla) ⼆ aorflb) ⼆ b
,
thenaorb 即 fixedpoint

成 中 有相应 fixedpointthm



2 minmax 定理 fconti.cn [ a, b ] => f 在 [ a, b ] 有 minmax

均勻 連 续 Uniformly Continuous

Deffconti.cn I
,
if UE > 0 彐 S = S (E) Hx 天全 ) s.t.lt xy EI

Iyxks ⇒ lflyrfm < E
,
称 f 在 I 上均勻 連 续

否定命題 : 彐 E > 0
,
V8 > 0 s.t-x.yEI.ly -xks 但 lflyrflx) ZE

证 和我
,

0 < x < I 非均勻 連 续 ilet E = 1
,
V8 > 0

,
彐 ㄨ = Y - x = fiwherek > 1

s.t.y-x.is ⇒ 必非 發 ⼀ 品 =※ > t.EE

logic 存在先後顺序
,
不能隨便換位 : UE

,
⼆ SIS 能指定了 j-E.US 15 不能指定 )

Thmi Hx) < M on I
,
I 为任意 开

、
闭 区 间 ⇒

fisuniformlycontinuousonIPfilfm-fmklfizsllx-ylaMlx-yk.cc只要 lxykǚ = 8

Fifamilyof 开 区 间
,
ACIR

,
Fcover A iff XEA ⇒ IIEIF si XEI

Heine Borel 定理

Fifamilyof 开 区 间 cover [a , b] ⇒ Ifinitesubovering 即 :II.Izi.InEFS.tn
[a , b] CYFK
Pf Suppose Ā 中 找天 有 穷 个 开 区 间 能 cover [a , b] ⼩ 把 [a , b] ⼆ 等分

,
[a ,回

、

嶼 ,
b ]

,
其中必有 ⼀ 等分 天法被 ⼼中有 穷 个 开 区 间 cover

,
令 其 为 I.in ,叼 ,

b-alikbi-a.toiii) 重複上述淪述於 I.
,
⼆

IET.az/bzJ,lId=bz-az=zz,Iz
天法被 ⼼中有 穷 个 开 区 间 cover iii)依此類推無穷 次

,
玒

,
3 Izs …

,

1 Inl "不 → 0 as n_n
,
In⽆法被 ⼼中有 穷 个 开 区 间 cover

;
依区 间 套 定理

,

EXoEIRs.tn?In=tn,XoEInCla,bJ,XlFcoverIa,bJiIIEFst.XoEI ,

⽽ Iinan ⼆点㕣 bn ⼆ Xo i. Inc I 当 n 夠⼤
,
⽭盾 ⼼ IE F)

Remark la
, b) 不⾏

" 在 10,1 了 上
,
考慮 Ii⼼的 ,

以2,3, …
j
(0,1 ) Chfn ,

但 ⼆ finitesubcovering



3
.

均勻 連 续定理

fconti.onl.cn/bJ)fisuniformIycontinuousonIa,bJPf:x.yE[a , b ] , fonti.at Xjgiven E > 0 , 彐 S-Sxst.lyxk 我 ⇒ lflytfml信 ;

令 Ix ⼆ (x - 台 ,xtj
,
F = { Ixlx E [a, b] } overs [a , ㄅ 了 ,

依 Heine Borelthm
,

Ifinite 㼛间 of Fcover [a, b] , 令 其为 Ixilxk
-※xktjwhereklinhj

取 S = min {处
,
多
,

"※了
,
此 S 即 为 所 求

,XEIxjforsomej-l.in/ly-xlcSEf=sx.yEIzxj=lxj-Sxj,xjtSxj)=)fm-flxj) 1 < Ǐ
,
ftp.flxjlci

⇒

ftp.flxik/fy)-flxj)ltfm-flxcztq=ERemark
以 { Ixl Ix ⼆ (x - 台 ,

✗埪 )
,
XE [a , b] } 为 openovering 证明之

男代 反证法 : 假设 f 非均勻 連 续
,
即 : IE > 0

,
US > 0

s.t-x.yEI.ly
-xks 但 lflyrflx) 2 Ej 不妨考慮 Sin , 对此 Sn

,
Ixn

, yn Ela, 5 了 ,

lyn-xnlc.sn但 lflynrflxn ZE , tniyn} C [ a, 5 了 , 依 B-Wthm.li )

化叮 为 boundedseq ,
⼆ www.subseqsaythctn/Xnk-XEIRask → ,

Yxnk E [ a, b) IXE [ a, b) (ii) 次考慮 你⽔化⽔ [ a
,
5⽇

www.subseqsayiynkjkiyn?ynkj-yoElRasj→
, Yynkj Ela, 57 Iyo E [ a

, 57

⇒ (Xnkjynkj ) →比 ,ysasj-ayfconti.atxo.jo/jgflXnkj)=fxo),limflYnkj)=flYo)
,
⼜ lxnkjylcri → 0 asj → ⇒ flxo) ⼆ fy II)

,jscs

lflxnkjrflnjl ZE , 令 j→ ⇒ flxs fy ZE (2)
,
II) 与 (2) ⽭盾

Remark B-wthm.IR
"

中成立
,
但 ē 或 ⼀般 metricspace 中不成立

证 flxk 均勻 連 续 : ⼩ XE [ 1,0)
,
Hx) = ⽔ Ezhboundedif 均勻 連 续

on [ 1
, ) (ii) XE [0/2] ifcontion [0/2] if 均勻 連 续 on [0,2] ;

UE > 0
,
彐 S
,

saysl.ly-1 < S , 則 xy ⼀定 同時存在於 [⼼) ⽤ ⼩ or [0,2] ⽤ ⼼ 重 叠 法

Remark 1.2 ⇒ contifunc
.

填滿 minmax 中 间 的 任何教 : mcy < M => 北 E [ a,5nst.fmy

Remark 均勻 連 续定理保证 Sǎfmdx 存在



linaril : UE > 0
,
彐NS.t.lan-lKEasn > N 1须知道 e)

Cauchyseq

Def 称 ⼼} 为 Cauchyseq iff UE > 0 ⽇NS.t.lam-anKEasm.n > N (不须知道 l)

定理 : linan 存在 ⼼ ⼼了 为 Cauchyseq

Pf : ⼼ ) linan = l , 比 > 0 ⽇NS.t.lan-lkasn > N ⇒

lam-anklam-lltlan-ektiEasm.n-N.hn 为 Cauchyseq

(E) 设仙了 为 Cauchyseq.in tnisbounded Y 对 El , 彐NS.t.lam-anklasm.n
> N

,
特別 lamtnklasm > N ⇒ lamklānltlasm > N

,
取

k-maxllaliilNI.MN#tDiRlIGnkkUnintan)bdd ,依B-Wthm.it
www.subseqsayank-lEIRask → ,

给定GO.IM s.t.lanill信

ask > ⼼
,
⼜⼼了 为 Cauchyseq ,对 此 E , ⼆ Nzst.lam-ankasm.tn > Nz

取 ⼼ max {M ,
⼼了

,
取 nk.MN ⇒

lan-l.IE/ankAnltlankllatiEi1inan=lRemarklarhCauchyseq
⇒ linan 存在 ,

⽤到 B -Wthml由 112完備性保⻄
,
成 中 成立

,

⼀般 metricspace 中不成立

1 - D B - Wthm 分 ⼆ 等分
,
2 - D B - Wthm 分 四 等分 (每 维⼆等 分 )

,
依此類推



cauchyseq.tanKIR.VE > 0
,
彐

NS.t.lam-anKEasm.ns/VInlR2,Xn=lxn,YnJ
,
称 化𠮩 为 Cauchyseq if UE > 0 ,

彐

NS.t.lxm-xnKEasm.n-N/lXm-l=lxm-xni+lym-ynilXnMCauchyseq-
ii. 为 Cauchyseq ⇒ 监不 ,第Yn 存在 ⇐> 监必 存在

第 1<个

類推 ⾄ 成
,
如 ⼆ ( x !"

,鸡 …

,
不
""
)
,
仪𠮩 为 Cauchyseq iff

UE > 0 ⽇NS.t.IXK-XjKEask.j > Nj {狗 为 Cauchyseq ,想必有在

os

{狗 c 成
,

1籼必⽔ ⽔
,
⼼
⽔ 的 ⇒ 您如存在

Metricspace 赋距空间

Iiset
,
d : I x I → R = {XIXER , 加 0}

(i) dlx
, y )

〉 0 ifxty
,
dlxix ) ⼆ 0 即 : dlx

, y ) = 0 ⇐>

xyndtyt.ly)

(iii) 三⾓不等式 dlx.ykdlx.tl

td.lt/y)fIxtyex:z=lR,dlx,y)=lox=y孤独世界

必 d) metricspace.in CI 为 Cauchyseq ⇒ linxn 存在

比 dlxmxn) I = 成
。 given E> 0 , Xn = n , 取 ⼼ ✗

,
mn > N ⇒ dlxmíxn ) =

dlmnKEElxn.mnitxn} 为必 d) 中 - Cauchyseqj 但 Iinxn ⼆点mǎn 在 成 中

D.N.E.RiemannintegralRiemannintegralifdef.cn
[ a
,
b ]

, P
: a = Xo <⽔ … < xn = b

,
称为 [ a

,
b ] 上 的 ⼀切

1、u b. g.⼼

割 partitionj Mi
⼆ SUP flx)

,
Mi = inffMjdef.Ulp.fr Mioxi

,Xii EXE Xi Xii EXE Xi

Llpf ) ⼆ Mioxi
,
△

XEXi-xi-ljffmdxipfUlp.fi/ffmdxfPLlp.f),ifSifmdxSifmdx
,
则称 f 在 [ a, b ] 上 Riemann 可积分

,
以 Sifmdx 表之

,
称

f 在 [ a, b ] 上 之 Riemann integral

1. p 为
⼀

partition ,

CE [ a
,
b ]
,
PEPU 化了

,
then Ulplf )

EUlp.fi/Llp'.f)ZLlp.f)Z.P,cPz,thenUlR.f)EUlR.f),LlR.f)ZLlpf)



3. Sǎfmdx Efǎfmdx

Iemma given E > 0 , iftps.t.Ulp.fr Llpfk E ⇒ ffmdx 存在

Pf

ftp.fj-ffmdx-ffmdxEUlp.fi/Ulp.f)-Llp.f)CESfmdx-SifmdxcE,E任意 ⇒ ffmdx-ffmdxi.fi fmdx 存在

定理 : fconti.cn [ a, b ]
,
thenffmdx 存在

l.fconti.cn [ a, b ] , P
: a = Xo <⽔ … < xn = b

,
Mi = SUP flx) = Maxflx) = f (到

,不
,
Xi Xii

,xim.inf frx) = Min flx) = fn )(
⼆

xiixi 不
,
Xi

Z.fconti.cn [ a, b ] i. 均勻 連 续 , given E >0.IS st.lx-yKS-slfm-flyk.in
把 [ a, b ] n 等分 st.ba < S

,
对此 p

,
Ulp.fr Llpf ) = f (到 flnn

it

△xi =
E

( b- a ) ⼆ Ej 依上述 Iemma , Sǎfmdx 存在
E "

b-acnE.cn⼆

b-ai-li-ib.cn

Calculus基⽯

Calculusl
"

.

2
"
基本

thm.fconti.cn
[ a, b ] 均值 thm AB

thenffmdx 存在

conti.func.conti.func.conti.fmc.

均勻連 续 thm.mn maxthm 中 间值

thm.lt
Bthm B - Wthm

区 间套

thm.IR
完備性

Heine Borelthm 引出 Compact

ACIR
"

称 A 为 opensetif UXEA , ⼆ BrlxKA , Brlx )
= {yly ER

"

, 以☒ < r }

ACIR
"

称 A 为 compactif VIF ifamilyofopensetsin Ncover A ⇒

Ifiniteopensetsin Fcover A


