
歐式 平⾯幾何公理

1、 兩 点連⼀線

2、 線段可任意 延長

3. 給 点 0 及線段長 r
,
可做⼀ 圓

4 凡直⾓ 皆相等
l

5. 平⾏公理 ⼀ iifx.tn 4800
,
thenliandlz 在 l 同側 相交

等價於 過線外⼀点
,
可做唯⼀直線

,
與 已知直線平⾏ -_-

l

点 線⾯ 為無定義名詞

微積分 基本定理 I. 正 ⇐ 均值定理 A.BE 連續 函數 中間值定理 ,
minmax值定理

⇐ 区间套定理
、

BW定理 ⇐ IR 完備性

IR 完備性 : 實數集 SCIR
,
✗為 5 上界 if XEXǓXES

,
✗為 S 最⼩上界 (上確界 ) if (i) ✗為 S 上界 (ii) īf B 為 S 上界 then XEP

IR 完備性 ( completenessofrealnumbe.rs )

I.SC IR
,
S 有 上界

,
then S 有最⼩上界 (未必在 S 內 )

a :

s = (0,1 )
,
最⼩上界 1 4 S

S = (0,1
,
最⼩上界 1 ES

⼆、 lan} CR (i) 仙了 为 遞增
,
即 anean_n (ii) 仙了 有 上界

,
即 五 KEIRst.ae kltn

,
則 inan 存在 in IR

, 即⽇ lEIRst.hnani

I 三 丘

閉 區間 1 Inl : In 的 長度

區間 套定理 : Inian
, bnJCIR.hn lbnan) ⼆ 0

if IPIPIP …

,
then 彐 !xoEIRS.t.iIn-XJDeffisconti.at

xoiffiriflxkflxoJDeffisconti.onabiffisconti.at
x txa ,

b

Bolzanoweierstrass 定理 (由 區間套定理 ) : 任意有界seq 可找 收斂 ⼦seq



連續 函數 中間值定理
,
minmax值定理 ⇐ IR 完備性

IR 完備性

I. 任意有上界的 set 必有最⼩上界 SCIR Ikstxek 比 ES

⇒ IXEIR (i) XEX UXES (ii) XEBUXES ⇒ XEP

⼆、 遞增 sequence ,
有 上界

,
則 lim 存在

{anjc.IR (i) aneanti Un ⼆ 1,2
,

… (ii) IKEIR
,
st.cn Eklfn ⇒ lnan 存在 in R

區間 套定理 : Inian
, bnJCIR.IInl-bn-anyiflinlT.nl ⼆ 0

/ IPIPIP
…

,
then 彐 ! xoEIRS.t.iT.vn ⼆ 化 了

Pfi Ins Im
,
an Eanti

,
bnzbntl ⼜ Gn Ebi

,
依 112完備性

, 占思 Gn ⼆ XEIR

同理
, 想 bn ⼆ BEIR 、

B - x = 想 bn Iinan = 𢜔 (brian) = 0

i. ✗ = B Letxo ⼆ X = P thenf In ⼆ 化 了

連續 函數 中間值定理 : f 在 [ a
,
b ] 上

conti.jflajooflb.jo/thenICEla,b)st.flc)=OPf:
不妨 設 flaKO.fib) >O.leta-a.br b

,
I , = [ a ,叼

取 m =
"望 (i) flmi ) = 0

,
Em iii) flmik 0 取 az-mi.bz ⼆ bi

,
Iz = [ az.bz] (iii) flmn > 0 取

ar-aybz.tn/Iz=laz,bzJlIzl=bzGz=bY
重複於 Iz

,
得區間套 ⼯了

= [ 93
,
b3]

,
fla3KO.fib) > 0

,
I3 =
"92 = b

- a

2
2

類推無限次後 (i) IMkst.fiMk) ⼆ 0
,
then 取 EMK iii) flmk) ⼤ 0 Uk

得區間套 Iis Izs IP …

,
Inian

, bnJ.IInkb-azn.IO as

ns.flanKO.flbn) > 0 依區間 套定理 彐 ! xoEIRS.t.FIn = {们
ml

Xo E Inc [ a , b ]
,
fconti.cn [ a , b ] i.fconti.at Xo

⼜ Inankǐnbn = xo

i. flxo) ⼆点nflan) EO jflxo ) = linflbn) 2 0 iflxo ) ⼆ 0 得證
。 。



lemma 1引 理 ) fisconti.ona.by thenf 在 a , b 有界

即 ⼆

KEIRst.AM/EkUXEla,bJPf:
只需証 f有 上界即可

,
即 IMst.fm EM UXE [a, b ]

若 不然
,
Un EIN Ixn E [a, b] st.fixn ) > n

有界 seq.tn C [ a, b ]
,
依 Bolzano - Weierstrass 定理

{们 有收斂⼦

seq.tn/nBctn,lXnk=XoElRla,bJ为 閉 區間 ixoElabJ.fisconti.at Xo

iflxo) ⼆点吋(xmd 2点, 以 ⼆ 爆掉 ! flxs 为有窮值 !

Bolzanoweierstrass 定理 : { an } 为有界 seq ⇒ 仙了 有 收斂⼦ seq

即 ⼆ ankst.in ank ⼆ Xo

代 Letset S = {anlm 1.2 … }

(i) S 为有 穷集 ex : {an } = { 0 , 1,0, 1,0 , … }
,
S = {0,1 了 ( S 中 ⾄少有 ⼀ 元素

在 seq 中 重複出現無穷 多次 ) 叫 出此 seq ,
即得收斂⼦

seq.is为 無穷集 Letaa
,
5的

,
I = [a

,
叮
,
任取 cnn.ES M I.

,
把 ⼯ ⼆等分

,
其中 必有 ⼀ 等分含 S 中 無穷 多元素

,
令其 为 五 ⼆ [az.bz?,lIzl=Y

,
任取 GnzESM Iz

,
以 > n ,

重複於 Iz
,
得區間套 ⼯了

⼆ G
,
b3]

,
以 ⼆ 器

,
I3 含 S 中 無穷 多元素

,
住取 an.ES MI了 ,

以 >以

類推無限次後
,
得 seq.am ,

am
,

…

依區間套定理 彐 ! xoEIRS.t.fi In ⼆ 化 了

b-aankESMIkyxoEIki.lank-xol-lbk-aklzk.IO ask →

故 līmank ⼆ Xo 得証
ko



連續 函數最⼤ , 最⼩值 定理 :

f 在 [ a
,
b ] 上 conti

,
thenf 在 [ a

,
b ] 上 有最⼤ ,最⼩值

即 彐 Xi , Xz E [ a, ㄅ ] st.m-flx.SE flx) Eflxz) = M UXE [ a, b ]

Pf : 據上述 lemma.su A = { fmlxctab] } 上⽅有思
,
依 112完備性

,
A 有 最⼩上界

,
令 其 为 M

、
欲証 : 王 入 E [ a, 51 st.flx.FM

M 为最⼩上界
,
MÌ 非 A 的 上界 ltml , 2,3 , … i.tn Ela , 57

s.t.tn/nPM-ilxricla,bJbounded
,
依 B - W 定理 {xn} 有 收斂⼦

seq.hn/linXnkXzElRXnkECa,bJ,Ia,bJ为 閉區間 ixzEab] ( 開區間 無此性質 ) i.fm EM

⼜ fconti.at xzi.fm:) ⼆点nnflxmd lim ( M- 成 ) M.iflx.FM
kto

minoff ⼆ maxof - f => f 有 min

Remark 開區間 無此性質

" fmiocxclinfunbounded.it 無 最⼤ , 最⼩值



IR建構

長⽅形 area

定义 : 1点 平⽅ unīt

⼆ aob 平⽅ unit定理 : "丟吐
Dedekindcut : 所有 cut 为 IR

有理增 seqi 必 表 ☒ 的 所有上界
,必⺣

必 必 = {✗ IXEQ
,
对 ☒的 上界}

若 必 =少 則称 ☒ ~ Y 同 ⼀ class
,
所有 class 为 R

令 F 为 ⼀切 Q 中 所有 的有界增 seq , 把 F 分成 許多 dass 5,5 即为 R

Def 加法 :

G. 7 EIR 在 系 所 相 应 dass 中 任选 ☒ = {x.in… }

在 7 所 相 应 class 中 任选 Y = {y.in… } ,
則 Xtyixtyíyn…了

,
表 ⼀

Q 增, 且有上界 , Xty 屬於 dassb ,
def 年 + n = G

Weltdefine (合理 def ) 问 题 : ☒必 同 dass 決定 年 , Y . y
'
同 dass 決定 个

問 : ☒州 与 ☒4 Y 同 class 吗 ? 即 :必必⼆ 1☒4YH

Pf 令 ☒ = {x ,右 , …} y = { y ,⼼了
,
如 {x,必 ,以 火 { yiyiy

then ☒ +y = {xity ,加⼼了
,
如y

'

= {xítyixiyi , …}

欲 证 : ☒tyf -1☒4必片 設 ⼜ 为 ☒州 的上界
,即 Xntyn EXM

固定 K i)

nEkixktynEXktYKEXIMkixktynEXntynEXXktynEXV-n.ynix-x.tn
,
x_x, 为 y 的 上界

,
y ~ y

'
i ⼈ 不为 火

的 上界
, yú EX-x.tn , xktykxtn 上式 对 ⼀切 k 成立

,

固定 n
, XKEx-yitk.tn -火 为 ☒ 的 上界

,
☒ ~ *

' ixi Ex - yútk

取 ⼼得 xútyxx i. ✗ 为 ☒伙的上界
,
同理若 B 为 必必的上界

,

則 B 为 ☒吵 的上界 ⼈ Xty ~ ☒秒



R 加 了去 滿⾜

1、 交換律 了 ⼗ n_n +3

2、 結合 建 ( 3 + n ) +3 ⼆ 了 tlntj

3.IO 元素
,
取 ① = {0

, 0,0 , 以 所表 class 則 3 +0 ⼆ 3 V3 ER

4、 彐 負元素 (加了去 反元素 ) 3 EIR
,
thenIRERs.tn 了 ⼗ 九 ⼆ ① 1減法 )

4代 了 ~ ☒ = {x.in…} T.n.it XEQ 为 ☒ 上界
,
令 m"哭

☒

(i) m 、 为 ☒ 上界 in.in i 令 ui-x.im
U, V1

(ii) m , 非 ☒ 上界 不 Mì iaxmEX.s.t.m.tn 令ui.xn.iixu-xh.vn
重複上述 淪亡周 於 U⼼得 以 ⼆ Xm

,
以 2 Miand V2

j
以 非 ☒ 上界

,
V2 为 ☒

上界
,
n_n_

V1⼼

z

做無穷 次 後 得 M = { uinzi.sc ☒
,
U~X.hn ,

V2
,
…了

,
Vn 为 ☒ 上界

Vn-Uneu.vn
zm

→ 0 asn→ j
Vn 递 了成 六 - Vn 递增

,
令 ⼼ ⼼ ,

以 …了

为有界 增 seq ,
令 n 为 U 所在 dass相应 的 R ,

則 ⼼⼼ Mīu
,
以⼼了

,

Vnun → 0 i.MN/OlJdassi.3tn~lUtU~ ① 即 了 ⼗ 九 ⼆ 0

⼤⼩剛系

3、 HEIR
,
3 ~ ☒

,
n ~ Y 若 必 了 必 def 3 Eh

,
若 3 En ,

但 3所 称

了 <norn > 了

三 ⼀律

給定 了
,
HER 則 ii) 34 ii) 了 = 1 1 iii) 3M 三者 中 唯⼀ 成立

乘法

3、 REIR (i) 了 ⼆ 0 ornodef3.no

(ii) 3 > 0 且 n > 0 j 3
~ ☒ = {x.io…了

,
如 0 V-njn~yily.im …}

,
yom

3. n 些 ☒ · y = {x.y.in ,…3 EF 所屬 dass 相应 之 R

iii) 3 >0.no j3.tl 些 -3.1 -1 ) j 3<0.1>0 則反之

(iv) 3<0.4<0 j3.tl 些 (⼀ 3) .tn )



Well - defined 問題 仿照加法⽅法可 证得

IR 乘法 滿⾜ 3.n.IE/R

1、 交換律 3.mn . 3

2
、

結合 建 ( 3 . n ) . s = 3 • ln • j

3. 分配律 3Mt 了 ) = 3 1 +33

4 ⼆ 乘法單位元素 : 1 = { 1,1 , …3 EF ,
3 · 1 = 3 V3 EIR

5、 乘法反元素 : 3 千 0 ⇒ IHERs.t.3.tl = 1 (除法 )

5吋 不妨 let 3 > 0
,
令 了 ~ ☒ = {x, ixziixnotn

,
Xn T ⼈ ⼀点 T 有 界

i. {求 ,⼀点 … } Efj 令 了 为 {求 ,⼀点…} 所相应之 112

令 n加的加法反元素 1+3 ⼆ 0
;
由分配律 0 = 3 14 3 ) = 3 1 +3了

(3 · 了 ~ { -1 , -1 , … } = - 1 ) = 3 n + (- 1 ) i 3 . n = 1



IR 完備性

A : an EIR inan Ean_n 四⽇ ks.t.cm Ektn ⇒ linan 存在 in IR

B : SCIR if S 有上界
,
then S 有 最⼩ 上界

定理 : 逆增 實數列 集
,
if 有上界

,
then 有 最⼩ 上界 ll.us

.

)

必 設 了
,
E 3

2
E 3 3 E … 为 給定實數集 (Rset)

(i) if 彐 NS.t.3n-3nltnZNthen 3N 即 为

l.u.b.in
不等 号 在 seq 中 無 穷 次 出现

,
移除相等 的项

,
得 ⼀ 新 seg.su

此⼆ set 上界集 ⼀樣
,
因此不妨⼀ 開始設 seq , 为嚴格送增

了 ,
< 32 < 3 3 < … ;

令 Xn 为 了 n 的代表 了 , 必 = { Xn
,
加
,
… }

,

3 2 : 如 = { Xzi
,
加⼯
,
… }

,
ˋ ˋ ˋ

j
取Yixni 32 > 3 , 六⽇ Xznz >不

令 Yz ⼆ Xznzj Y 33 > 32 i. 那,>Xzm ,
令 Y = Xn

,
依此類推

無穷 次
,
得 112增 seqy = { 火 ,火 ,

… }
,
令 ⼈ 为 Y 所相应 之 112

,

✗ 即 l.us ,

此定理 ⇒ A 版 IR完備性
,
✗ 即为 lan} 的 limit

A 版⇒ 区 间套 定理

Bpf SCR , S 有 上界
,
令 b 为 S 上界

,
在 S 中 住取⼀点 a

,
令 aa , 51巧取

m =

"望 nm 为 S 上界
,
令 aia , bim ii) m , 非 S 上界

,

⼆xzESst.mn/z
,
令 azixzibzbi

,
令 Iz = [ az.bz]

,
則 1到 ⼆ biaz

Ebiai
z j

重複操作於 Iz
,
依此類推無穷 次

,
得区 間套 Iniambn]

_
→ 0 asn→

,
依區間套定理

,
ISIz.SI3 了 …

,
1到 ⼆

lan-bnkbl-GIXEIRst.fi= {们
,
✗。 即为 S 的

l.ub.IR系 的 基本性質

定理 : Archimedeanproperty : a> 0
.

b > 0
.

a
,
b EIR ⇒ In E NS.t.nasb

Pf 若不然
,
nacblim 1.2 …

,
令 S = { naln--1,2 ,…}

,
⻉1 b 为 S 上界

,

S有 上界 ⼈ S 有 1
.
收
,
令其为 ✗

,
於是 naextm 1.2 …



從⽽ MTEXV-ml.Z.in
, 得 naEX.atm 1,2 ,

…

表⽰ ⼩ a 为 5 上界 , x-aaxll.u.by ⽭盾

系 1 : x > 0 ⇒ ⼆ ns.t.xcn

系 2 : E > 0 ⇒ ⼆ns.t È < E

系3 : x > 1 ⇒ Imns.t.mcxcn

定理. X 2 1
,
XEIR ⇒ In E NS.t.nexcntl

化 系 的 良 序 定理 Wellorderprinciple : 化 系中 的 非 空 ⼦集合 必有最⼩元素

⽤ 有 上界 的 逆增 Qseqset 所組成 的 dassdef.IR 以下 为 重 講
有理增

seq.lemma3.AE/R,if3c7,3~x=(x.,xzMs,n~y=(y,,yziy
⇒ Iyj Eyst 、

Xncyjtn

Pf : 設 必 为 了 的 上界 set
,
必机 的上界 set

,
由於 3 < n ⇒ ytxt

⇒ IXEQ
,
XE ☒

上

,
✗ 4州 ⇒ ii) ✗ 非 y 上界 ⼈ Iyj Eyyj > ✗

(ii) ✗ 为 ☒ 上界 ⼈ xnaxtxn Exj ii) (ii) ⇒ yj > Xnltxn EX

定理
4
:
"

任意 服系有界 ⼠曾 seq 必有 1.us 、

必 設 S = {31,32,3
,

… }
、

3 n ER
,
3 n EKKER ⽇ if 彐NS.t.3n泓+1

MZN
,
3N 即 S 中 最⼤元素

,
此元素即 为 5 之 1.us

、

iii) if S 含 無穷 多元素 了三 3 …

,
去掉相等元素僅留其⼀

,
得新 seq 像了

3 . < 3i … 此新 seqset 与 S 有 same 上界 set
,
令 引 ~ ☒ ,

= { xn
,加以

、 32~ ☒ {x_x_了 … ,
取 YFX 1,3 ,以 ⼆ Xzjst . Xzj >Xnth

令 非们 ,
32<33 彐 们 st Bj > Xznltn

,
令 ⼈ =何

依此類推無穷 次
,
得 Q增 set 火 似 入⼼了

,
令 了 为 y 所屬 class

所代表 IR
,
則 不 3 比

,
3 即 为 5 之

1.u.b.IR完備性

A : an EIR inani 四⽇ ks.t.cm Ektn ⇒ inan 存在 in IR linan = 3

B : SCIR if S 有上界
,
then S 有 最⼩ 上界



長⽅形 area 公式

b S 則

lska.ba/.a.bElN:
純數 格⼦

Z.a.SE/Q:a=f.b=f , 利⽤ 1
. 數 qs 格⼦ 再除 pr 即可

3.

a.SE/RiIQseqanTa,aita,bnTb,bn'tbjSncScSn'ianbn=lSnklSklsúl ⼆ aúbú
,
anbn 与 aúbn

'
皆 → ab

⇒ lskab

IR 系 的 基本性質

定理 : Archimedeanproperty : 0 < a < b
.
a
,
b EIR ⇒ In E NS.t.nasb

Pf 若不然
,
nacblin -1.2 …

,
令 S = { naln-1,2 ,…} 为 IR中增 seq

依定理 4-1,5 有 1.u.b.hn/naEXV-n= 1.2 … ,

上界

MtDa EXV-ml.2.in/naEX-aV-n=l.2i … ,

✗ 为 l.us 、
⇒ XEX - a 不可能 ⼼ a > 0 )

系 1 : 比 EIR
,
In ENS.t.xcn

系 2 : UE > 0
,
-7 nEINS.tn < E

系3 : 比 EIR
,
xzl

,
王m.ME/Nst.mExcn

定理、 XEIR
,
XZI ⇒ In E NS.t.nexcntl

良 序 原理 Wellorderingprinciple

1N : ⾃然數集 SCN
,
SF 4 ⇒ S 中 有最⼩元素

S 千 4 In E NS.t.nES
,
從 1 開始往後檢查

,
第⼀ 個 符合 的元素即最⼩元素

定理䦹 由 系 1
,

IneNS.t.xn
,
令 S = {nlmx , n EN 了

,
依

W.0.RS中 有最⼩元素 p
,
xcp ⇒ p -14 Sip -1 Ex ,

取 mp -1 , 则 nexcntl


