
集合 的 基數 Cardinality

Def 給定 ⼆ set AB
,
称 A. 13 有 same 基數

,
if 彐 4,4 : A 昆 B

Def 称 ⼀

set 为 可數 / 可列 lcountable) 若 其基數 与 1N 同
,
即 ⼆ 4 : A

' "

onto
N

定理? ( 0,1 ) 中 的 Q 可數

Pf : x E (0,1 )
.

X = f , P . 9 互質 ,
0<9 < Pj P = 2 有 式 , p

= 3 有 ⼦⼦

P = 4 有 式⾞
,
P = 5有 好笑中⼼ ,

將 出 现之 0⼈依 序 維号
,
则 ⼼ )

中 的 每 ⼀個 Q都 可唯⼀ 赋 与 ⼀号 码
,
即 ⼆ 4 : (0,1 ) 中 Q 鼠 Nset

i. 可數

Q可數

定理江 ( 0,1 ) 中 的 IR不可數

Cantors Diagonal process

Pf : 令 A = 1 0,1 ) 中 的 Rset
,
若 A 可數

,
令 其 为 A = {不分 " 了

,
以⼗進位分別

表⽰ Xn
,
Xi ⼆ 0⼈加⽔…

,
XEO.MXzzhi

,
ˋ ˋ ˋ

;
取 捨

为 了 清楚淪证
,
不 取進位表⽰

,

以 ⼗ ⼆ 0250-0249 1進位表⽰ )

取 Pn = {
5 if Xnnt 5

6 ifxnn = 5
(取法不只⼀種 )

,
則 Pntxnntn

,
令 yopipz…

,

则 ytxnlipntxnn) Un , ⼜ y E 10,1 ) , ⽭盾

区间套证 [0,1 ] 中 的 IR不可數

Pf : 令 A = [0,1 ] 中 的 Rset
,
若 A 可數

,
令 其 为 A = {不分 " 了

,

將 [0,1了 三 等分
,
其中⾄少 ⼀ 份 不含 x , 以可能在边 界上 )

,
取不含 的那份

为 Iij 將 I. 三 等分 ,
其中⾄少 ⼀ 份 不含 Xz

,
取不含 的那份 为 Izj

依此類推無穷 次
,
得 区 间套 Iilan

,
bn]

,
IIJIP …

,

1到 ⼆ laribnl ⼆号恐 → 0 asma
,
依區間套定理

IXEIR st
, 只 In = {xòsjxotxnth , ⼜ Xo E [0,17 , ⽭盾



幾个基本定理
3 -3

定理 : if A 为 可數集
,
BCA

,
then B 为 可數集 (有交集亦视为可數集 )

Pfi (i) if B 为 有空 set
,
理所當然

(ii) if B 为 天空 set
,
令 A = {x ,加…}

,
由 Xnxzi "依序檢殮

第⼀ 个 也 出现在 13 中 的 元素令其为 Xn
,
再從 Xrn 继续檢驗

;

第⼆ 个 也 出现在 13 中 的 元素令其为 加
;
依此類推無穷 次

,

得 B = {xn
,
加

,
… }

,
故 B 为可數集

的

定理和 ifA.AZ
,

… 为 可數集
,
then Aiin 也 为 可數集

代 不妨设每个 An 都是 天空可數
,
令 A 、

⼆ 伓
,加以 ,

Azlnxi }
,

" '

A ,
= {⽔

,
⼈
,
⼈

,
如以

Az ⼆ 位成,花 ,
仙

,

… }
A 3 ⼆ 例校

,
✗*X*… }

A 4 ⼆ 偷
,
如
,如 ,
仙

,

… }

如箭 头 所 ⽰
,
U An 中 的 元素 可依序编号

,
故为 叮数

Remark if Ai Aj 中 有 same 元素
,
則 U An 可對 应到 N 的 ⼦ set

,
故亦为 叮數

Def AXB = { ( a ,b) 1 aEA.be B}

系 : A
.

B 可數 則 AXB 可數

代 使⽤ 定理 3-4 之 箭 头证法即可

Def 給定 集合 A.AZ
,

…

令 AxAzx … ✗ An = { (a ,aiyanlai EA ,
Elinn } lfiniteproduct )

T An ⼆ ( la.az
、

…)lanEAn.ME/N'slinfiniteproduct)n=l
定理! A.AZ

、

… An 天穷可數
,
則 AxAzx … ✗ An 天穷可數

可玫 n

Pf A. ✗Azxb ⼆ ( A 、
✗ Az )⼼了

⼆ 可 玫
;
依歸納法

, 耳 Ai 可 玫



定理和 S = INXINX … 不可玫
,
基政与 IR 同

观察 2進位 : XE 10,1 )
,
X = 0.x , ⼈⼈ …

,
Xi ⼆ Oorl

10,1 ) 相當於 i Bn
,
Bn ⼆ {0/1}

显然 S 要 比 ( 0,1 ) ⼤
,
故不可玫

ltol
,
onto

Pfi XES
,
x = (n.in

,

… )
,
將 此 seq 對应到 (0,1) 上

iny E 10,1 ) 考慮 y 的 2進位 表⽰ ,
M.in

,

… ) → O.0… 1 0 … 1 0…

m位 以位

需讓 1 出班天穷 多次 上 ŌŌ = ǕT
,

比
( 1
, 2,3 , … ) → 0

.
1 0 1 0 0 1 …

1 2 3
/

此 对应为 ltol
,
onto

,
故 S 的 基政与 (0,1 ) 中 IR 同

S 的 基政与 IR 亦 同
,
只 需 將 上述 对应 的 第⼀ 个 玫表为 112中 的 整奴部分

(利⽤ 简單操作 可 將 1N 惢 Z ) (以 1 0進位表利
,
之後的玫照原⽅

法操作 得 ⼩玫部分 (以 2進位表利
,
再 將其組合即可

系 : An 元安 可玫
,

n ⼆ 1,2 , …
,
則 無 An 的 基政与 IR 同

间 : T = IRXIRX … 多 ⼤ ?

令 A = { 以 , 0,0 ,以 lx.GR }
,
ACT

,
A 与 1 12 天 是

,
显然 ㄒ 比 R ⼤太多 !

but 實際上
,
T 与 IR 基 政 同 !

定理和 T = IRXIRX …
,
基政与 IR 同

ltol
,
onto

Pf : ☒ ET
,
☒ = { x ,

加
,

… }
,
xi ER

,
將 此 seq 對应到 (0,1) 上

ii) 由 定理 3-6.SI/NxlNx … 与 IR 同 基政
, 即每个 不都相应

⼀ 个 Nseq ,
Xnǜo lkni

,
knz

,
… )

(ii) 列表成 kij 天穷 ⽅陣
,
令 A必

,
如
,

… ) 表此天穷 ⽅陣
,

M 表 ⼀ 切 化 所 成 天穷 ⽅陣
,
A : 必

,
如
,

… ) ǜo M

(iii) 使⽤ 箭头法 將 A必
,
如
,

… ) 依序排成 ⼀ 整玫列 (

kn.kz/kui)ES=lNxlNx
…

,
此对 应 也 为 Itol

,
onto

1 -1
iv) 由 (ii). (iii) T

' " TSn.no M
" '

S i T 和 S 是对射的
onto m onto

故 T 与 S 基政同
,
55112 基政同 ⼈ T 5112 基政同



问 : AJBJC
,
A ~ C (~ 表 Itol

,
onto)

,
则 B~An.CI

Ansi Schròder - Bernstein 定理



tanx : ( ⼀班 ) 鼠
。
IR
,
⼼ ) 鼠

。

( ⼀班 ) i ( 0八) 𦴢 R

exi ē = {以 八分 … ) lxn EIR
, Ěxncǎs } , ☒ = (不⼼了 表⼼中 的 点

lx-yidefflxn-yni.co
(☒ , y) = Ěxnyn imerproduct

Def ☒ ty ⇐> (☒ , y) = 0 垂直概念

为 ⼀ 種 Hilbertspace

问 : 0 的 基教 为何 ?

观察 : A = {M , 0,0,
… ) lx.GR?s,lR~Acl2cTllR~A表 啊 A 同 基政 )

,
T.IR#e2~lR 有穷 世界成立 0 天容 世界 成立吗 ?

即 : A 3 13 3 C
, A~C-A~Bn.ci Cantor ⽤ Axiomof Choice 证之

C. 17.5.13 定理 ( 不需 Axiomof Choice )

A 3 13 3 C
,A~c-A~Bn.cl?fil剝 洋蔥法 ) ⽇ 內映造 葱 : 设 f : A 鼠 C

,
令 AFA

,
AEB

,
A 3 = C

A4 = f (ADCA3 , A
= flADCA4

,
A 6 = fADCA 5

A 4 Ai

Az

A~A3~A~An~n.A5qtftKA3Az~A4~A6~A8~n.co
令 K = 只 An

,
△ n ⼆ An - Antij

(ii) 剝 葱 : A ~ A 3
,
Ae A4 ⼆) △ 1 = A - Az ~ A3 - A4 ⼆ △了

,
Az~A4.br As ⇒ △ 2 = A- A3 ~ A4 -A = △ 4

,
依此類推天穷 次

,
有

⼼ ~ △ 了
~ … ( 奇玫層同基 )

,
△2 ~ △4

~ … (偶玫層同基 )

A = A ,
⼆ △ 1 U △ 2 U △ 3 U … UK

,
B = AE △ 2 U △ 3 U △ 4 U … UK

令 glx) =
4必 XEGU △3 U △5 U …

lx other ,
则 9 : A 鼠

Bi.A~Bn.cl?emarkf:K-K,XEK=gAn=)XEAntn=sflx)EAn+zV-ncs=sfmE
M An = K YAPAPA3 了

…

ml



Schròder - Bernstein 定理

A~BTB.B~AT.lt ,
则

A~BMBTB.B~AT.lt⇒ 內 ~ AYI
,
依假设 A ~ 內 i. A ~ 我

⽽ AsT-T
,
依定理 A~M~Mi.lt ~ 13

G. Kònig 的 证明 (溯源法 )

Pf : 设 f : A → BT B
, 9:13

→ ATA

ii) XEA 称 ✗ 的 了原 头 在 A 中
,
若 ✗ → gix → Fogix → jofogix

→ …

,
若在 finite 步內 於 A 中 找到 了原 头 1在 A 中停⽌ )

,
称 ✗ 了原 头在 A 中

(ii) XEA
,
若在 finite 步內 於 13 中 找到 了原 头 1在 13 中停⽌ )

,
称 ✗ 了原 头在 13 中

(iii) XEA
,
若 互映 or 天穷上溯

,
称了原 头 不明

令 AA = {XEA
,
✗ 了原 头在 A 中 了

,
AB = {XEA

,
✗ 了原 头在 13 中 了

,

A.= {XEA
,
✗ 了原 头不明 了

,
则 A = AAUABU Acs

,
AA.AB.to 互不相交

同理 於 B
,
B = BAUBBU Bcs

,
BA.BB.BA 互不相交

ff ix) XEAA

9
"
內 XEAB

on_no
B ⼈ A

.

B 同 基令 ""
Tfmorgmxen ,

则 h : A
' "

Remark.fi AAǛǙBA
, 9
"

: ABǛǙBB
,
forjiA.io Bcs

剝 葱
、

溯源法 本質 ⼀樣

观察 :

A

ftp.*
B

令 AFA
,
BFB

,
Bif (A)

, Aigl Bi) ,
g

BiflAD.AE 91132)
,

ˋ ˋ ˋ

,

B n_n ⼆ flAn )
, Ariglln ) ;

则 ADAPA 3 了
…

,
Ai ~ Az ~ A 3 ~ …

令 △ n = An - Antil憽第 ⼏ 層 )
,
KA ⼆⽉ Anl A葱的核 ) ; 同理ml

13,3 13231333 …
,
Bi ~ Bz ~ 13 3 ~ …

令 En = Bn -13 n_n 113葱 第 ⼏ 層 )
,
KB = MB n ( B葱的核 )

ml

⼜ Ai ~ Bz ~ A 了
~ 134 ~ …

,
Bi ~ Az ~ 13 3 ~ A 4 ~ …

i.AT Az ~ Bz-13 了
~ A3 - A 4 ~ …

,
Bi - Bz ~ Ai A 了

~ 13 3 - 134 ~ …



即 i △ ,
~ Ez ~ △了

~ E 4
~ ˋ ˋ ˋ

,
Ei ~ △ z ~o~ △ 4

~ ˋ ˋ ˋ

溯源法 中 AA 为 △ 1 U △3 V05 U …
,
AB 为 △ 2 U △ 4 V06 U …

,
Aa 为 KA

,

同理
,
BA 为 Ez UE4 UoU …

,
BB 为 Ei USUIU …

,
Ba 为 KB

,

h 即 △ ,
⼀ Ez

,
△ 3
- E4

,
△ 5
- E6

/
ˋ ˋ ˋ

,
△ 2
- Ei

,
△ 4
- S

,
△ 6
- E 5

/
ˋ ˋ ˋ

,
KASKB

0,1 0,1 ~ 0,1



了
,
< 3

z
< 3 3 < … ,

3 n ER ⇒ 13nln = 1
.

2
.

… } 有 l.us ,

每个 不 代表 1 个 dass
,
於 该 class 取 Xn ⼆ lxnxnz

,

… ) 为代表

了 ,
: 火 = ( Xn

,
加

,

… )
,
32 : 火 = (X_X,… ) ,

ˋ ˋ ˋ

j
取 Yi ⼆ Xn

,

3 ,
< 3 2

,

⼆ Xznz
,
以 > 1 s.t.xz.ms Xm Vn

,
令 yz ⼆ Xznzj 同理 :

3← 33
,

彐 加以 ,以 > ns.t.X3n?XznVn
,
令 yixnj 依此類推無穷 次 ,

得 Q增 seq . Y = (火 火 、

… )
,
令 ⼈ 为 Y 所屬 class 所 相 应 R

,

则 ✗ 为 S = { 3、
,
32
,
⼩ 的 lub

、

说 明 : ⼩ ✗ 为 S 的 上界 3nA Unj 3 n : Xn ⼆ lxm
,
Xnz
,

… )
,

Iyrixrnn > Xnjtj ,
Xzynti > xnjtj ⇒ ✗ 23

nj
对 所有 n 皆 如此

iii) Bcx ⇒ 彐 火 > B , 火 ⼆ Xknk > p ⇒ 3k > B 只 B 非上界

因此 ✗ 確实 为 S 的 lub
.

S 表⼀切 def
.

放 [0,1 了 上 的 实 函玫
,
則 # S > #R (# A表 A 的基玫 )

Pf : (Diagonalprocess) If # S = # IR ,
即 彐 4 : R

' "

onto
S
,
✗ → fx

令 glxkfxlx) +1 , 則 g 为 def . 放 [0,1 ] 上 的 实 函玫
,
4 为对射

六⽇ t EIR st
.
4 : t → 9

,
但 4 (⼗) ⼆ ft

,
看 t 這 ⼀点

,

t.lt) = gltkftlt) +1 ⽭盾
,
IR天法 与 5 对射

对 令 A表⼀切 def
.

放 [0,1 ] 上 的 常 函玫
,
則 # A = #R

,
显然 S 比 IR 更⼤

定理加 设 5 为 給定 set
,
PS) = { Al Acsj powersetof S , 则 # PS) > # S

Pfi If S ~ PS )
,
令 4 : x

' "

onto
4MEP (S) (*)

;
令 A = {✗ 1 ✗ 44吶

依仗)
,
⼆ a ES st 4 (a) = A

,
有 兩種情況 ii) a E A = 4 (a) ⇒ a 4 A

bydefof A iii) a ¢ A = 4 (a) ⇒ a EA bydefof Aj ⽭盾 !

Nialeph

No = # N = #Q

c = # R = 2
…

(⼆進位 1 12) = NT ( INXINX … ) = C
'"

( Rx Rx … )

G = # P (R) ⼆ 2C > Cj 同理 ,
Cz = # P (P (R ) = 2

"
> G ; 可 無穷類推



Cantor问 : N
。 和 C 之 间 是否 有 另 ⼀種 ⽆穿 ⼤ ?

即 : 是否 IACIR
,
A 不能 与 1N 对 射

,
也不能 与 112 对 射

Cantorset

ii) 三 等分 [ 0,1 了
,
挖 去 中 间 片

,引⽤ 区 间 I.

(ii) 剩餘 ⼆ 闭 区 间 ⼜ 各⾃ 三等 分
,
各⾃挖去中间 ⽤ 区 间 Iz ⼆ 感 )Uliij

依此類推無穷 次
,
令 In 为 第 ⼏ 次挖去 的眍 间 set

1到 ⼆ ⽀
,
四 ⼆ 2上

,

ˋ "

,
江⼩ ⼆ 2

"

⼩ ,
挖去 的 長度 =

3

'

f = 1

此 set E 称为 Cantorset

以 三 進位表⽰ XEE ,
X = 0.x ,⽔⽔ …

" 0 1 2

,

Xn ⼆ 0 orz

i. E 的 基汉与 (0,1 ) 中 的 ⼆進位 112 同 ⼈ # E = # 1 12

Cantor 提出 Continuum hypothesis

C = # IR IR Continuum
,
No = # N N Discrete

Gòdel 证明 宅 与 ZF 系統相容

Paul Cohen 证明 宅 独立 於 ZF 系統

如 平⾏公理
,
若接受 为 欧 ⽒ 幾何

,
若不接受 为 非 欧幾何 ;

⽬前 玫学 系统接受 Continuumhypothesis

代班⼜超越玫

XEIR 为 代班⼜ 若 ✗ 滿⾜某整係奴 多项式⽅程 anxntamx"'
t … tao 0

Theorem Cantor : 代玫玫是 可玫的

Pf : 令 Fn = { anxntamx"+ … taolaj 为 整奴 j ⼆ 0,1 , … , njant 0 }

aj EZ , #Z
= No

,
# Fn = NT = Noj ⽽ Pn E Fn

,
Pn ⾄多 叭实根

令 Sn = { xlx 为 代班⼜ 滿⾜某 n 次整係奴多项式⽅程 }
,
则 Sn 为 可玫

;
a.

⼀ 切 代班⼜ set ⼆ U Sn
mi ,

故 为 可玫

給定 a 为代 玫玫
,
b 为⽆理玫

,
则 a

"
为超越玫 ( 1934 证明 )



Halmos : Naiveset Theory

天 定 义

nouniset.dements.be/ongl908.Zermelo
提出 7 个 Axiom : 把 空 set 的存在 列 为 Zndaxiom

1922 , Fraenkel 对 Zermdo 系統進⾏修補

ZFC 公理化 系統

1、 Axiomofextensionality

Twosetsareequalifftheyhavethesameelements.Z.lt
xiomof specification

Toeveryset A andtoeverysentence Slx)
, therecorresspondsaset B

whoseelementsareexactlythoseelementsxofAforwhichS.tn holds
,

即 : B = { x EAISM }
,
13 以存在

空 set 的存在 可 由 此 axiom 导 出
,
不必 另 立 axiom

B = { x EA 1 ✗ 不是 ⽔
,
B 为 空 set 0

宇 集 U 不存在 ( Russellparadox )

Pf : 设 U 为 宇 集
,
令 stAEU.AE/Al

,
依 Zndaxiom

,
S存在

,
U 为 宇 集

,

SEU
,
有 ⼆ 種 可能 (i) SIES → SES bydefofs

iii) SES → SEIS bydefof S , ⽭盾 !

3. Axiomofunion

Foranycollectionofsetsthereexistsasetthatcontainsallthed.cments

thatbelongto at

kastonesetofthegivencollection.liAn
,
入 Elllindexset )

, fin 存在

4、 Axiomofpairing

Foranytwosetsthereexistsasetthattheybothbelongto.li
sets A. B

,
北 = { A

,
B }



5、 Axiomof powerset

Foreachset.thereexistsacollectionofsetsthatcontains.amongits

elements allthe

subsetsofthegivenset.CM
A = { 1,2 了

,
P (A) = { 4,11 了

,
⽇

,
{1/2} }

6、 Axiomofinfinity

Thereexists a setcontaining 0
,andcontainingthesuccessorofitselements.li/N的 存在 (含 0 )

,
N = { 0 , 1,2 , … }

7. Axiomof Choice

The

productofanon-emptyfamilyofnon-emptysetsisnon-empty.liAnt 4
,
入 E 八

,
S = 丌 Ant 4

入EN

设 An
,
入 E 八 为 ⼀ 集合 族 lfamilyofsets ) , 則 可 函玫 f : An→ YEA 入

forsome YEA 入
,
f 称 Choicefunction

不分左右 分左右

Russell : 可以從天穷 多襪⼦ 中造⼀ 双 穿
,
但不保证有 天穷 多鞋⼦ 可 造⼀ 双 穿

可以摸彩
,
但未必 能中獎

8. Axiomofsubstitution

If Sla, b) isasentencesuchthatforeachainase.tt/thesetSla,b)

canbeformedythenthereexistsafunctionTwithdomainA.suchthat

Fla) = { b 1 Sla, b) } foreacha EA ,

即 : sa A
,
Fla) = {

blsla.by/B=lFla)laEAl9.AxiomofregularityAxiomoffoundati
on 1925

,
Vonneumam

Everynomemptyset Acontaina member Bwhichisdisjointfrom A.

即 : 令 A = {X }
,
A 中 天 別 物

,
只有 x_x 和 {x } disjoint , 但显然 XE {x } ,

因此 xtx


