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摘要

在多階層實驗設計裡, 其主要結構有處理結構、 區塊結構, 為了找出處理安排到區塊的

法則, 我們在此使用 Patterson 與 Bailey(1978) 所提出的設計鍵, 其主要寫出主效

應與區塊效應混同的情況, 且利用設計鍵即可找出設計矩陣。 在實驗設計文獻裡, 若要

估計實驗者所指定的需求集, 我們可使用 Franklin 與 Bailey(1977) 所發展的一套

演算法, 然而該演算法僅適用於估計需求集裡效應之情況, 當有區塊結構時, 其無法找

出能精確估計需求集裡效應之設計矩陣。

本篇論文考慮區塊結構為巢狀結構的實驗, 為了能更精確估計需求集裡的效應, 希

望能找出讓需求集裡所有效應落入特徵值最小階層的設計鍵。 我們提出分群方法並推

廣 Franklin 與 Bailey(1977) 所提出的搜尋表法, 來找出能讓需求集裡所有效應落

入特徵值最小階層的設計鍵。 結果發現, 對於給定的設計鍵, 我們可使用設計鍵的分群

與需求集分群間的關係, 來評判該組設計鍵能否讓需求集裡所有的效應落到特徵值最

小階層。 我們修改 Franklin 與 Bailey(1977) 所提出的搜尋表, 行改為最後一層區塊

效應、 列改為處理因子, 且不合格集合除了有不合格定義對比, 還須增加不合格區塊效

應, 利用表格及不合格集合發展一套演算法來找出能將需求集裡所有效應落入特徵值

最小階層的設計鍵。 另外, 我們亦利用需求集的分群方式提出另一套演算法來搜尋能

將需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層之設計鍵。 不論使用搜尋表法或是分群法,

其結果皆可直接找出讓需求集裡所有效應落入特徵值最小階層的設計鍵。 其次, 為了

評判設計鍵的優劣, 我們結合 Ke 與 Tang(2003) 所提出 minimun N-aberation以

及 Cheng 與 Wu(2002) 所提出選取最佳區塊設計的方法, 發展出一套方法來評判設

計鍵的優劣, 並利用該評判設計鍵的準則提出一套可直接找到最佳設計鍵的演算法。



謝誌

本篇論文得以順利完成, 首先要感謝恩師 鄭少為教授悉心指導。 在研究方向的導

正與指引, 老師無一不煞費苦心, 殷殷指導, 在此向老師獻上我最由衷的敬意與謝忱。

感謝我的研究伙伴, 在我遇到問題時, 都會提供他們的寶貴意見, 同時也感謝給予我論

文口試意見的同學。 感謝我的家人, 在我遇到困難時給我的鼓勵。 最後要將此文獻給所

有關心我的人。



目錄

1 緒論 1

2 文獻探討 3

2.1 選取2n−m定義對比子群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 多階層實驗設計 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.3 選取好的設計準則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.1 Minimum N-Aberration . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.2 隨機集區化設計準則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3.3 比較準則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 分群結構 12

3.1 分群種類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.1.1 設計鍵分群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.1.2 需求集分群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2 處理因子數小於或等於虛假因子數 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.1 落入最後一層之處理效應及其個數 . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.2 存在設計鍵的條件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2.3 最佳第k層限制型態 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

I



3.3 處理因子數大於虛假因子數 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.1 找出合格的定義對比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.2 合格定義對比的影響 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4 區塊結構的順序與評判設計鍵準則 34

4.1 區塊結構的順序 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.1.1 排序準則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.1.2 相關定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.2 評判設計鍵的準則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.2.1 符號定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2.2 準則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5 設計鍵的搜尋 40

5.1 允許區塊結構改變 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5.1.1 搜尋表法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5.1.2 分群法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.1.3 兩種搜尋方法優缺點 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.2 區塊結構不變 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.2.1 程序-限制型態法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.2.2 過程合理化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5.2.3 例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6 結論 55

參考文獻 57

II



表目錄

2.1 搜尋表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 不同階層所落入處理效應 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.1 落入最後一層的處理效應 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2 是否存在設計鍵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.1 符號表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.1 搜尋表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2 不同階層所落入的處裡效應 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.3 不同階層所落入的處裡效應 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.4 不同階層所落入的處裡效應 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.5 搜尋表法與分群法比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.6 不同效應落入不同階層的個數 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.7 不同階層所落入的處理效應 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

III



圖目錄

圖一: 圖論. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .15

圖二: 圖論. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .15

圖三: 圖論. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .15

圖四: 圖論. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .25

IV



第 1 章

緒論

在實驗設計發展方面, 最早出現最簡單的架構-完全隨機化設計 (completely random-

ized design), 該設計方式是利用隨機化的技巧來使額外未知變數的影響儘可能降到

最低; 然而為了確保實驗結論不受沒有興趣的變數影響並增加估計的精確度, 之後發

展了隨機集區化設計 (randomized block design), 在此種設計中, 很明顯的出現兩

種基本結構-實驗的區塊 (plot) 結構與處理 (treatment) 結構, 此時可利用 Patter-

son 與 Bailey(1978) 所提出設計鍵 (design key) 的方式來將處理安排到區塊。 然而

當實驗者已指定要估計某些處理效應, 亦即 Greenfield(1977) 所定義的需求集 (re-

quirement set), 若處理結構為部分因子設計, 則可使用 Franklin 與 Bailey(1977)

所發展的一套演算法, 利用該演算法即能得到可估計需求集裡所有的效應之定義對比

子群 (defining contrast group)。 然而 Franklin 與 Bailey(1977) 所提出的演算法

並未論及需求集裡的效應之估計精確度問題。 在多階層 (multi-stratum) 實驗裡, 因

為區塊結構的出現, 會產生不同的階層, 而落在不同階層裡的效應估計式會有不同的

精確度, 為了將需求集裡所有的效應精確度提升, 我們希望找出能將需求集裡所有的

效應落到特徵值 (eigenvalue) 最小階層的設計鍵。

舉例來說, 若實驗者想研究5個2水準因子對產出的影響, 此時的實驗有5個2水準

因子之處理結構, 然而當實驗環境為2間工廠, 每間工廠有2台機器, 每台機器裡有4

個操作員, 此時出現了2/2/4的巢狀區塊結構, 結合了處理結構與區塊結構即形成多

階層實驗。 該實驗總共有16個維度, 我們將其拆解成4個子空間, 且每個子空間裡具有

相同變異數, 對於落入不同階層的處理效應, 其估計處理效應的變異數則不同, 關於此
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第 1 章 緒論

例更詳細的介紹, 請見下一章的例子2.2。 而本文主要探討如何將需求集裡的效應安排

到精確度較高的階層裡。

本篇論文主要針對區塊結構為巢狀 (nesting) 且處理結構皆為2水準因子, 對於給

定設計鍵, 我們可計算不同的處理效應會落到哪一個階層, 接著判斷需求集裡所有的

效應是否落到特徵值最小階層。 然而要對所有不同的設計鍵執行此種計算, 將會過於

繁雜, 因此本論文中, 我們希望發展出快速判斷哪些設計鍵能讓需求集裡所有的效應

落到特徵值最小階層的方法。 其次我們亦希望能發展一套準則來評判設計鍵。 我們將

提出演算法來直接找到可使得需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層的設計鍵, 另

亦將依照評斷設計鍵的準則提出可直接找到最佳設計鍵之演算法。 本文主要將提出兩

種分群的方式來解決上述的問題,該兩種分群方式為設計鍵的分群與需求集的分群, 利

用設計鍵的分群與需求集分群間的關係來評判哪些設計鍵能將需求集裡所有的效應落

到特徵值最小階層, 並利用需求集分群來搜尋能將需求集裡所有的效應落到特徵值最

小階層之設計鍵, 以及利用評斷設計鍵的準則與需求集分群來搜尋出最佳設計鍵。

本文將在第2章介紹以往的文獻中, 在無區塊結構下, 如何找出合適的定義對比子

群, 使得需求集裡所有的效應皆可被估計, 接著引入區塊結構並介紹多階層實驗設計,

最後介紹選取最佳設計的準則。 第3章將介紹本文主要的新方法-分群技巧, 利用設計

鍵分群與需求集分群, 便能判斷給定的設計鍵是否合格, 另亦將介紹其他關於分群技

巧的應用。 第4章將提出區塊結構的優先順序, 且在考慮不同階層與不同效應的重要

程度下, 發展出選取最佳設計鍵的準則, 第5章結合第3章及第4章想法, 提出可直接

得到合格的與最佳的設計鍵之演算法, 第6章對本篇研究做總結。
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第 2 章

文獻探討

2.1 選取2n−m定義對比子群

Greenfield(1975) 把實驗者希望估計的效應所形成的集合稱為需求集 (requirement

set); 而會造成需求集裡的效應互相別名的定義對比則稱為不合格的 (ineligible) 定

義對比。 在2n−m設計中,Das(1964) 把n − m個構成全因子設計的因子稱為基礎因子

(basic factor), 剩下m個因子稱為額外因子 (added factor)。

為了花費最少成本估計需求集的效應, 故在2n−m的設計裡必須選取一個m的上界,

Greenfield(1976) 提出需求集裡的個數不可小於自由度, 故m ≤ n − log2(R + 1),

其中R為需求集裡效應的個數; 另一種決定上界的方法由 Franklin(1985) 提出最大

在不合格效應 (ineligible effects) 所形成的次序 (order) 小於或等於2k, 其m的上界

值為n − k。

對2n−m部分因子設計, Greenfield(1976) 提出了一套演算法來找出合格的定義對

比, 但該運算對於混同設計 (confounded design) 無法適用, 而 Franklin 與 Bai-

ley(1977) 發展另一套演算法解決混同的問題, 其運算步驟如下:

步驟1: 選取m的起始值。

步驟2: 選取一組 (新的)m個基礎因子; 若無法選取, 則到步驟十。

步驟3: 形成2n−m × m的表格, 其中列為基本效應 (basic effects)Bi、 行為增加因

子Aj, 並於表格內形成合格的BiAj。

3



第 2 章 文獻探討

表 2.1: 搜尋表

額外因子

基礎效應 D E

I - -
A - -
B - -
C - -
AB - -
AC ACD ACE
BC BCD -
ABC ABCD ABCE

步驟4: (搜尋定義對比) 定義對比子群以G(j)表示,j ← 0;G(0) ← I。

步驟5: (下一行)j ← j + 1;i(j) ← 0。

步驟6: (第j行的下一個元素) 若i(j) = 2n−m, 至步驟九; 其餘i(j) ← i(j) + 1。

步驟7: (檢查元素是否合適) 檢查是否所有BiAjDk為合適的, 其中Dk為定義對比子

群G(j − 1)的所有元素; 若找出BiAjDk不合適, 回到步驟六。

步驟8: (完整的設計) 若j < m, 回到步驟五; 其餘回到步驟六。

步驟9: (回到前一行) 若j > 1, 則j ← j − 1並回到步驟六; 其餘回到步驟二。

步驟10: (增加實驗個數)若合適的設計已經發現, 則停止搜尋; 其餘將m ← m−1並

回到步驟二。

例子2.1(部分因子設計): 對於一個25−m設計且其需求集為

{A,B,C,D,E,AB,BE},

基於成本考量下利用 Greenfield(1976) 選取m為2, 其不合適定義對比集合為所有主

效應、2階交互項、ABC,ABD,ABE,BCE,BDE, 又由於A、B、C可形成不合適集

4



第 2 章 文獻探討

合, 故將A、B、C當成基礎因子、D與E當成額外因子, 其所形成表格如表2.1。 第一行

G(0)=I, 當第二行選 G(1)=ACD 時, 第三行所選的任一個合適效應會造成與 G(1)

相乘形成不合適的; 在第二行選 G(1)=BCD 時, 第三行合適效應與 G(1) 相乘為

合適的, 故可找出讓需求集所有效應皆可估計的定義對比為 I=BCD=ACE=ABDE

或 I=BCD=ABCE=ADE。

2.2 多階層實驗設計

一個多階層實驗擁有處理結構與區塊結構, 常見的區塊結構有巢狀與交叉 (crossing)

結構, 以下我們用”/”表示巢狀結構、”×”表示交叉結構, 最簡單巢狀結構為B1/B2, 其

所指的是在每個區塊類別1裡有區塊類別2, 若區塊類別1有n1個、 區塊類別2有n2個,

則該區塊結構可表示為n1/n2。 比如若某實驗將在8間工廠內執行, 且每間工廠將採

用4台機器來執行實驗, 則工廠為區塊類別1, 機器為區塊類別2, 該區塊結構可表示

為8/4。 在分析上, 區塊結構會將n1n2維的數據空間分割成不同維度的子空間, 這些

子空間被稱為階層 (stratum), 而每一個階層的維度亦可稱為該階層的自由度。 利用

Nelder(1964) 可得知對n1/n2區塊結構, 其共可切割成3個階層, 每一個階層自由度

的算法可利用

n1n2 ≡ 1 + υ1 + n1υ2,

其中υi = ni − 1。 最簡單交叉結構為B1 × B2, 其所指的是有兩個區塊類別為交叉關

係, 若集區類別1有n1個、 集區類別2有n2個, 亦即n1 ×n2, 則每一個階層自由度的算

法可利用

n1n2 ≡ 1 + υ1 + υ2 + υ1υ2,

又 Nelder(1964) 將巢狀與交叉函數定義為

N(n1, n2) = 1 + υ1 + n1υ2,

且

C(n1, n2) = 1 + υ1 + υ2 + υ1υ2,

5



第 2 章 文獻探討

對於其他更複雜區塊結構的自由度可從N與C函數展開, 舉例來說, 對於n1/n2/n3的

自由度可由N(N(n1, n2), n3)展開所得到, 其展開後所得到自由度代表一個階層, 且

每一個階層裡具有相同特徵值, 此時處理效應會隨著處理安排到區塊的方式不同而落

入不同階層, 又不同階層裡有不同的特徵值, 且其特徵值與效應估計式之變異數大小相

關, 因此落入不同階層的處理效應之估計式精確度會有所不同, 亦即落入特徵值小的階

層之效應估計式的變異數會較小, 關於多階層實驗更詳細內容可參閱 Nelder(1965)。

假設有n個區塊因子 (plot factor)P1, . . . , Pn, 因子Pj有pj個水準, 且我們可將

p1 . . . pn拆解成θτ1
1 . . . θτk

k , 其中θ1, . . . θk可為不同的質數 (prime number), 由於τ1個θ1水

準因子,. . . ,τk個θk水準因子為實驗者不感興趣的因子, 故將其稱為虛假因子 (pseudo

factor), 例如4個水準的區塊因子X可拆解成2個2水準的虛假因子X1, X2。 階層辨識

是由區塊因子形成字的組合所構成, 將每一層階層辨識拆解成虛假因子所形成的效應

我們將其稱之為第j層區塊效應。 例如區塊結構為X/Y , 利用 Nelder(1964) 的自由

度得知不包含平均數會有2個階層, 階層辨識為X,XY , 且X,XY若以虛假因子表示,

則將其X拆解成虛假因子, 並將其所造成效應稱為第1層區塊效應, 同理虛假因子所造

成有關XY 效應稱為第2層區塊效應; 若區塊結構為U ×V , 則利用 Nelder(1964) 的

自由度得知不包含平均數會有3個階層, 以區塊因子表示為U, V, UV 。

假設有m個處理因子T1, . . . , Tm, 因子Ti有ti個水準。 當我們將處理安排進區塊時,

處理效應會與區塊效應混同 (confounded), 我們稱該處理效應混同的區塊效應為區

塊別名 (plot alias), 而設計鍵所指的是處理因子的主效應 (main effects) 的區塊別

名。 而與虛假因子互為別名的處理效應稱之為反鍵 (inverse key), 利用反鍵我們可建

構出設計矩陣 (design matrix)。 為了了解處理效應所落的階層為何, 首先, 我們須先

分解每一個階層的區塊效應, 使得該區塊效應以虛假因子表示。 接著利用所得到一組

設計鍵去發現其他處理效應的區塊別名, 由所得到區塊別名我們可得知該處理效應所

屬的階層為何。

本文主要研究巢狀區塊結構, 假設其結構為B1/B2/ · · · /Bk, 且在區塊1(B1) 裡

有n1個區塊,. . . , 區塊k(Bk) 裡有nk個區塊, 亦即區塊結構為n1/n2/ · · · /nk, 其所代

表意義為第1層所需執行之區塊個數有n1個、n2代表在每一個第1層區塊下執行的個數

6



第 2 章 文獻探討

、n3代表在每一個第1層及第2層區塊 (總共有n1n2個區塊) 下執行的個數、. . . 、nk代表

在每一個第1層至第k−1層區塊 (總共有n1n2 · · ·nk−1個區塊) 下執行的個數, 在此為

了討論方便, 我們假設n1, . . . , nk皆為2的冪次方。 在巢狀區塊結構下, 利用 Nelder(1964)

自由度算法, 得知第j層自由度為n1n2 · · ·nj−1(nj − 1)。 任意兩個觀察值的變異數如

下:

cov(Yα, Yβ) =



σ2 如果α = β,

ρ1σ
2 如果α與β在第1層至第k − 1層皆位於相同的區塊,

但第k層位於不同區塊,

ρ2σ
2 如果α與β在第1層至第k − 2層皆位於相同的區塊,

但在第k − 1層位於不同區塊,
...

ρk−1σ
2 如果α 與β 在第一層即位於不同的區塊.

而每一階層的特徵值, 我們以符號ξi表示, 每一層的特徵值為

ξi = f(σ2, ρ1, . . . , ρk−i),

因為在文獻中常假設ρ1 > ρ2 > · · · > ρk−1, 故ξ1 > ξ2 > · · · > ξk, 亦即在越底層特

徵值越小, 此時落入越底層的效應, 其估計式的變異數越小, 則其參數可被更精確地估

計。 關於此更詳細的介紹, 請見 Bailey(2008)。

例子2.2: 區塊結構為2/2/4(X/Y/Z), 利用 Nelder(1964) 的方法計算各階層的

自由度

N(N(n1, n2), n3) = 1 + υ1 + N(n1, n2)υ2,

其中υ1 = N(n1, n2)− 1, υ2 = n3 − 1, 且N(n1, n2) = 1 + (n1 − 1) + n1(n2 − 1),

故

N(N(n1, n2), n3) = 1 + (n1 − 1) + n1(n2 − 1) + n1n2(n3 − 1),

將n1 = 2, n2 = 2, n3 = 4代入, 得知第1層自由度n1−1 = 1、 第2層自由度n1(n2−
1) = 2、 第3層自由度n1n2(n3 − 1) = 12。 接著我們將區塊因子拆解成虛假因子, 以
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表 2.2: 不同階層所落入處理效應
階層 自由度 處理效應

S1 1 BC
S2 2 BD,CD
S3 12 A,B,C,D,E,AB,AC,AD,AE,BC,CE,DE

第3層n3 = 4為例, 因n3 = 4不屬於質數而n3 = 22, 故第3層虛假因子為Z1, Z2, 同

理可得知第1層虛假因子為X、 第2層虛假因子為Y , 且其階層辨識為X,XY,XY Z,

利用虛假因子, 我們可得知第1層區塊效應為X、 第2層區塊效應為Y,XY 、 第3層區

塊效應為

Z1, Z2, Z1Z2, XZ1, XZ2, XZ1Z2, Y Z1, Y Z2, Y Z1Z2, XY Z1, XY Z2, XY Z1Z2.

注意每一個階層裡區塊效應的個數與該層的自由度是一致的。

若處理結構為5個2水準因子, 其一組設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = Y Z2, D = XZ2, E = XY Z1Z2,

則反鍵為

Z1 = A,Z2 = B, Y = BC,X = BD, I = ABCDE,

由設計鍵我們得知

DE = (XZ2)(XY Z1Z2) = Y Z1,

因Y Z1屬於第3層, 故DE會落到第3層, 同理我們可得知各處理效應所落的階層如

表2.2。 其中落在S3階層的處理效應, 一般認定其估計式的變異數會較落在其他兩個階

層的處理效應更小, 故在該階層的處理效應可被更精確地估計。

2.3 選取好的設計準則

2.3.1 Minimum N-Aberration

利用 Franklin 與 Bailey(1977) 可能得到多組定義對比子群, 由於需求集裡有某些

2階交互項, 故利用 minimum aberration來評估這些定義對比子群的優劣顯然不適
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用。 為了評估由 Franklin 與 Bailey(1977) 演算法所得到的定義對比子群, 故 Ke

與 Tang(2003) 提出 minimum N-aberration。 一個2m−p的設計假設Ai為定義關係

(defining relation) 裡定義對比之長度的個數為i, 當某一些2階交互項落入需求集裡,

其配適模型為

Y = β0I + ω1γ1 + ε, (2.1)

其中γ1是所有主效應與部分2階交互項的參數向量, 而ω1是相對應效應參數值, 然而

真實模型為

Y = β0I + ω1γ1 + ω2γ2 + X3β3 + . . . + Xmβm + ε, (2.2)

其中γ2是剩下2階交互項的參數向量、ω1 是相對應效應參數值,Xi為i階交互項的參數

向量, 由2.1式與2.2式得知

bias(γ̂1, γ1) = P2γ2 + P3β3 + . . . + Pmβm,

其中P2 = n−1ωT
1 ω2、Pj = n−1ωT

1 Xj對於j ≥ 3。 令Nj = ‖Pj‖2, 為了降低偏誤

(bias) 的值且希望將越低階效應偏誤降低, 故 minimum N-aberration依序將N2、N3、

N4 、. . .最小化。

2.3.2 隨機集區化設計準則

在 Cheng 與 Wu(2002) 將定義對比區分成處理部分與區塊部分。 當定義對比只牽涉

處理部份, 其定義對比稱為純粹型 (pure-type words); 當定義對比牽涉處理與區塊

部份, 其定義對比稱為混合型 (mixed-type words)。 對於一個設計D,Ai,0定義為在純

粹型字長為i的處理部分定義對比之個數, Ai,1為在混合型字長i + 1的區塊部份之定義

對比的個數, 處理字長型態 (treatment wordlength pattern) 定義為

Wt(D) = (A3,0, A4,0, A5,0, . . .);

集區字長型態 (block wordlength pattern) 定義為

Wb(D) = (A2,1, A3,1, A4,1, . . .).
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一個設計D的定義對比, 若其字長型態向量(wordlength pattern vector) 為

(l1(D), l2(D), l3(D), . . .),

對於兩種設計D1,D2, 假設r使得lr(D1) 6= lr(D2)的最小值 ,若lr(D1) < lr(D2),則

稱D1為 less aberration。若沒有其他設計比D∗有less aberration, 則稱D∗有minimum

aberration。

選取集區因子設計需考慮純粹型與混合型, 在純粹型裡

ttt ¿ tttt ¿ ttttt ¿ tttttt ¿ . . .

在混合型裡,需考慮集區的部份, 當集區定義對比 (block defining contrast) 為ttb時,

估計的時候只需犧牲一個2階交互項,而tttt卻需犧牲3個2階交互項, 因此ttt ¿ tttt ¿
ttb; 當集區定義對比為tttb時, 估計的時候只需犧牲一個3階交互項, 而tttttt卻需犧牲

10個2階交互項, 因此tttttt ¿ tttb。 以相同方式建構, 故可得到

ttt ¿ tttt ¿ ttb ¿ ttttt ¿ tttttt ¿ tttb ¿ ttttttt ¿ . . . .

所以字長型態表示為

W1(D) = (A3,0(D), A4,0(D), A2,1(D), A5,0(D), A6,0(D), A3,1(D), . . .)

並使用 minimum aberration 準則比較字長。

2.3.3 比較準則

在有需求集而不考慮區塊結構的情況下, 我們可使用 Ke與 Tang(2003) 所提出 min-

imum N-aberation的準則來評估一個設計的優劣, 該準則的建構主要考量處理效應

互為別名且其如何受到需求集的影響。 在無需求集而有簡單區塊的結構的情況下, 我

們依照 Cheng 與 Wu(2002) 所提出字長順序來評斷一個設計的優劣, 該準則的建構

主要考量處理效應互為別名以及處理效應與區塊效應混同的情形, 但其不考慮處理效

應互為別名如何受到需求集的影響。 然而在多階層實驗裡, 目前尚未有文獻對於有需
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求集且有複雜區塊結構的情況去評估一個設計的優劣, 故本文在第4章針對此種情況

發展一套評估設計鍵的準則, 且該準則考量了處理效應互為別名、 處理效應與區塊效

應混同以及處理效應估計精確度。
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分群結構

在完全因子設計中每一個效應皆可估計, 但由於成本、 時間因素之限制, 使得實驗只能

執行部分因子設計時, 因自由度不足故僅能估計部份效應。 此時若實驗者提出某個需

求集, 並希望能建構使得此需求集中所有的效應皆可估計的部份因子設計, 則我們可

應用 Franklin 與 Bailey(1977) 提出的一套演算法來得到合適的定義對比子群以建

構部份因子設計。 然而該論文中並未考慮估計式之精確度的情況。 在多階層實驗裡, 每

一個效應的估計式之精確度會隨著其所落之階層不同而不同, 因此我們不僅希望能估

計需求集內的每一個效應, 還希望需求集的效應估計式越精確越好, 亦即其變異數越

小越好。 本章介紹分群的概念, 並針對最後一層的區塊效應進行分群, 讓需求集落到特

徵值最小的階層, 且利用分群概念依照不同的目的在第5章發展出一套演算法。

3.1 分群種類

3.1.1 設計鍵分群

在多階層實驗中, 假設區塊結構為巢狀, 我們使用n1/n2/ · · · /nk來代表, 其中n1代表

第1層所需執行之區塊個數、n2代表在每一個第1層區塊下執行的個數、 n3代表在每一

個第1層及第2層區塊 (總共有n1n2個區塊) 下執行的個數、. . . 、nk代表在每一個第1

層至第k− 1層區塊 (總共有n1n2 · · ·nk−1個區塊) 下執行的個數, 在此為了討論方便,

我們假設n1, . . . , nk皆為2的冪次方。 我們沿用 Patterson 與 Bailey(1978) 的方法,

將區塊結構n1/n2/ · · · /nk以因子來表示, 在區塊結構裡我們可有log2 n1n2 · · ·nk個

虛假因子, 由虛假因子所形成效應, 我們稱之為區塊效應; 又第i層可分解成log2 ni個

虛假因子, 我們將第i層的虛假因子所形成效應稱之為第i層區塊成份 (plot compo-
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nent)。 在處理結構方面我們假設有m個2水準因子。 設計多階層實驗的方法-設計鍵,

其方法是利用處理因子與區塊效應混同, 我們將此區塊效應稱之為混同區塊效應 (con-

founded plot effect)。 對於設計鍵中混同區塊效應部分, 將其分解成不同階層的區塊

效應, 以符號表示如下:

Ai = U1iU2i · · ·Uk−1iVi,

其中Ai表示處理結構裡的某因子, Uji表示第i個處理因子的混同區塊效應中屬於第j層

的部份、Vi表示第i個處理因子的混同區塊效應中屬於第k層的部份, 且U表示非特徵值

最小階層的區塊效應, V表示特徵值最小階層的區塊效應。 若Vi 6= I, 表示Ai在每

一個最小的區塊內皆可估計; 若Vi = I且令j∗為最大的j使得Uji 6= I, 則表示Ai在

第j∗ − k + 3小的區塊內皆可估計。

例子3.1: 在例子2.2中, 區塊結構為2/2/4(X/Y/Z), 在第1層虛假因子為X、 第

2層虛假因子為Y 、 第3層虛假因子為Z1, Z2, 利用虛假因子, 我們可得知第1層區塊成

份為X、 第2層區塊成份為Y 、 第3層區塊成份為Z1, Z2, Z1Z2。 若有一組設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = Y Z2, D = XZ2, E = XY Z1Z2,

則A,B,C,D,E因子的混同區塊效應分別為Z1、Z2、Y Z2、XZ2 、XY Z1Z2,而因為E因

子的混同區塊效應為XY Z1Z2, 其中X為第1層的區塊成份、 Y 為第2層區塊成份、Z1Z2為

第3層區塊成份, 故U1 = X、U2 = Y 及V = Z1Z2; 同理, 我們可將A因子的混同區

塊效應拆解成U1 = I、U2 = I、V = Z1, 其中U1 = I, U2 = I代表沒有第1層

與第2層區塊成份; B因子的混同區塊效應拆解成U1 = I、U2 = I、V = Z2; C因

子的混同區塊效應拆解成U1 = I、U2 = Y 及V = Z2; D因子的混同區塊效應拆解

成U1 = X、U2 = I及V = Z2。 因為A = Zi, 亦即Vi 6= I, 表示主效應A在每一個最

小區塊內皆可估計, 同理,B,C,D,E亦在每一個最小區塊內皆可估計。

我們在這篇論文內提出一個處理因子分群 (factor grouping) 的新技巧, 其可幫

助我們快速篩選並除掉不合格的設計鍵。第j層處理因子分群指的是將在一組設計鍵裡

的m個處理因子, 每個因子我們都拆解成Ai = U1iU2i · · ·Uk−1iVi, 在這m個處裡因子

中混同區塊效應的第j層區塊成份 (Uji) 相同的處理因子將其歸類為一個集合, 同理,

將Vi相同的因子歸類為一個集合, 稱為第k層處理因子分群。 對於一組設計鍵所得到每

一層分群結果, 以數學式表示如下:

第1層到第k − 1層分群

Cj1 = {Ai|Uji = U∗
j1},

13
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Cj2 = {Ai|Uji = U∗
j2},

...

Cjdj
= {Ai|Uji = U∗

jdj
}.

第k層分群

Ck1 = {Ai|Vi = V ∗
1 },

Ck2 = {Ai|Vi = V ∗
2 },

...

Ckdk
= {Ai|Vi = V ∗

dk
},

其中dj表示第j層可分群體數, 我們將設計鍵在第i層所得到分群結構稱之為第i層分群

型態 (grouping pattern)。

例子3.2: 在例子2.2中, 有一組設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = Y Z2, D = XZ2, E = XY Z1Z2,

將設計鍵以第3層分群型態為例,A因子混同區塊效應V 的部份屬於Z1, B,C,D因子

混同區塊效應V 的部份屬於Z2,E因子混同區塊效應V 的部份屬於Z1Z2 , 故依照第3

層分群型態, 其處理因子分群結果為{{A}, {B,C,D}, {E}}。

3.1.2 需求集分群

將某個效應的混同區塊效應可分解成不同階層的區塊效應, 亦即

t = U1U2 · · ·Uj · · ·Uk−1V,

若V 6= I, 則處理效應t會落在第k層; 若V = I且令j∗為最大j使得Uj 6= I, 則處理效

應t會落到第j∗層。 為了找出實驗者已指定需求集落在特徵值最小階層的設計鍵, 我們

利用最後一層的區塊效應V 6= I的方式來建構分群。 舉例來說, 當需求集為

R = {A1, ..., Am}
⋃
{AiAj|1 ≤ i, j ≤ m, i, j ∈ N},

14
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假設Ai = UiVi, i = 1, ...m, 則AiAj = UiUjViVj, 為了將需求集裡所有的效應落到

特徵值最小的階層, 則必須滿足Vi 6= I且ViVj 6= I; 因為ViVj 6= I, 所以Vi 6= Vj, 亦

即因子Ai與Aj在處理因子分群第k層區塊成份必須落在不同的集合裡。

利用需求集將因子設計鍵中第k層區塊成份可相同者放於同一個集合裡, 第k層區

塊成份不可相同者將其處理因子放於不同集合裡, 最後得到該m個處理因子應有分群

型態, 我們稱為第k層限制型態 (restricted pattern); 在第k層限制型態裡任意因子所

形成集合, 我們將此集合稱之為群體。 在第k層限制型態取群體個數最小者,稱為第k層

最小限制型態, 而第k層最小限制型態不具唯一性, 舉例來說, 若需求集為

{A,B,C,D,E,AD,AE,BD,BE,CE,DE},

由需求集我們可得到第k層最小限制型態有2種情況, 其第k層最小限制型態為

{{A,B}, {C,D}, {E}}或{{A,B,C}, {D}, {E}}

利用第k層最小限制型態, 我們可判斷哪些設計鍵可將需求集裡的所有效應落到特

徵值最小的階層, 若第k層最小限制型態包含於一組設計鍵中第k層分群型態裡, 其代

表著該組設計鍵第k層分群型態必滿足第k層最小限制型態之分群方式, 故此組設計鍵

可將需求集裡的所有效應落到特徵值最小的階層。 另外, 我們還可以利用第k層最小限

制型態之群體數, 判斷哪些區塊結構一定存在設計鍵, 使得需求集裡的所有效應落到特

徵值最小階層, 其定理為第k層最小限制型態之群體個數, 必須小於或等於不包含I的

第k層區塊成份之個數, 詳細證明在本章3.3.2裡。

為了清楚找出哪幾個處理因子可在同一個群體、 哪幾個因子必定不能在同一個群

體裡, 對於需求集僅有主效應及2階交互項, 我們可利用圖論方式來找出第k層最小限

制型態, 首先先將未落在需求集裡的2階交互項寫出, 以點代表因子、 線代表未落在需

求集裡的2階交互項; 由於線代表未落在需求集裡的2階交互項, 故當因子之間有線的

連結時, 代表著此兩個處理因子可落於同一個群體裡, 當因子與因子間沒有線, 代表著

此兩個處理因子必定不可落於同一個群體裡。 由於因子之間有線的連結代表著此兩個

處理因子可落於同一個群體裡, 故若在圖論中呈現一個封閉多邊形時, 我們即可將這

些因子分於同一個群體裡, 因此在圖一情況, 將1,2分成同一群、3分成另一群; 在圖二

情況, 將1,2,3分成同一個群體。 當圖論顯現出皆為多個封閉的多邊形時, 由於第k層最

小限制型態須取群體個數最少, 分群結構也僅能取封閉多邊形上的點為一個群體, 故其

15
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第k層最小限制型態在此種狀況之取法具唯一性。 利用圖論我們可得知第k層最小限制

型態, 若第k層最小限制型態包含於第k層分群型態裡, 其代表著該組設計鍵能將需求

集裡所有的效應落到特徵值最小階層裡。

•

•

1

2

•3

圖一: 圖論

•

•

1

2

­
­•

3J
J

圖二: 圖論

例子3.3: 當需求集為{A,B,C,D,E,AB,AD,AE,BC,BD,CD,DE}且實

驗者希望將需求集裡所有效應落入特徵值最小的階層, 因此我們須由需求集找出第k層

限制型態。 由於AB、AD、AE在需求集裡, 所以A不能與B,D,E同一群; 因BC、BD在

需求集裡, 所以B不亦能與 C,D 同一群; 因CD在需求集裡, 所以 C 亦不能與 D 同

一群; 因DE在需求集裡, 所以 D 亦不能與 E 同一群。 由於AC,CE,BE沒有在需

求集合裡, 利用圖論方式我們可得到圖三, 由圖三得知第k層最小限制型態須分成3群,

其第k層最小限制型態僅有1種情況, 其分群結構為{{A,C}, {B,E}, {D}}, 若一組
設計鍵的第k 層分群型態為{{A}, {C}, {B,E}, {D}}, 由於第k 層最小限制型態包

含在此設計鍵的第k層分群型態裡, 故此組設計鍵可讓需求集落入特徵值最小的階層

裡。

•

•

B

E

•

•

A

C

•D

圖三: 圖論

若需求集有部分2階交互項以及部分3階交互項

R = {A1, ..., Am}
⋃
{AiAj|1 ≤ i, j ≤ m, i, j ∈ N}

⋃
{ApAqAr|1 ≤ p, q, r ≤ m, p, q, r ∈ N},

首先, 觀察3階交互項ApAqAr = UpUqUrVpVqVr, 當在3階交互項裡的因子任取兩個

因子形成2階交互項都不在需求集裡, 故需滿足ViVj 6= I及VpVqVr 6= I, 因此第k層最

小限制型態為Ai ∈ Ci, Aj ∈ Cj, Ap, Aq, Ar ∈ Cp; 當在3階交互項裡的因子有部份

兩個因子形成2階交互項在需求集裡, 假設i = p、j = q 除了需要VpVqVr 6= I條件,還

需增加存在2階交互項V 的部份需滿足ViVj 6= I, 因此第k層最小限制型態為Ap, Ar ∈
Cp, Aq ∈ Cq; 當在3階交互項裡的因子有全部任兩個因子形成2階交互項都在需求集

裡, 除了VpVqVr 6= I, 還必須對所有i, j = p, q, r滿足ViVj 6= I, 因此第k層最小限制
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型態為Ai ∈ Ci, Aj ∈ Cj, Ak ∈ Ck且還須考慮ViVjVk 6= I。

當需求集需落到特徵值最小的階層, 綜合上述第k層最小限制型態, 我們可歸納出

以下的結果:

(i)R = {A1, ..., Am}
⋃{AiAj|i, j ∈ [1,m], i, j ∈ N} , 則Ai ∈ Ci、Aj ∈ Cj。

(ii)R = {A1, ..., Am}
⋃{AiAj|(i, j) ∈ [1,m], i, j ∈ N}⋃{ApAqAr|p, q, r ∈

[1,m], p, q, r ∈ N}, 當AsAt 6= AiAj對於s, t = p, q, r時, 則Ai ∈ Ci、Aj ∈
Cj、Ap, Aq, Ar ∈ Cp; 當i = p, j = q時, 則Ap, Ar ∈ Cp, Aq ∈ Cq; 當3階交互項

裡的因子有全部任兩個因子形成2階交互項都在需求集裡, Ai ∈ Ci, Aj ∈ Cj, Ak ∈
Ck且還須考慮ViVjVk 6= I。

3.2 處理因子數小於或等於虛假因子數

3.2.1 落入最後一層之處理效應及其個數

以下我們先使用一個例子來解釋本節所要談論的主題, 在區塊結構為2/2/4(X/Y/Z)、

處理結構為4個2水準因子時, 若令設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = Y Z2, D = XZ1Z2,

因為所有主效應的混同區塊效應皆包含Z的區塊效應, 故所有主效應皆會落在第3層,

但對於2階交互項或是更高階交互項的處理效應我們需計算出其混同區塊效應, 再利

用所計算出的混同區塊效應判斷該處理效應是否落在第3層, 例如

BCD = (Z2)(Y Z2)(XZ1Z2) = XY Z1Z2,

因XY Z1Z2包含Z的區塊效應, 故BCD落在第3層。 但若要對所有的處理效應做此種

計算將會過於繁雜, 這時我們可利用第k層分群型態來判斷哪些處理效應會落在最後

一層, 以及各種不同處理效應落在最後一層的個數。

定理 1. 若在設計鍵中得到第k層分群型態如下:

Ck1 = {Ai|Vi = V ∗
1 = I}

Ck2 = {Ai|Vi = V ∗
2 }

17
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...

Ckdk
= {Ai|Vi = V ∗

dk
}

(a) 對於Vi 6= I之因子, 其主效應會落到特徵值最小的階層。

(b)l階交互項會落到特徵值最小的階層的情況如下:

(i) 對於奇數階交互項, 若A1, A2, . . . , Al−1 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj且Vj 6= I, 則l階交

互項 (A1A2 · · ·Al−1Aj) 會落到特徵值最小的階層; 若A1, A2, . . . , Al ∈ Cki且Vi 6=
I, 則l階交互項 (A1A2 · · ·Al−1Al) 亦會落到特徵值最小的階層。

(ii) 對於偶數階交互項, 若A1, A2, . . . , Al−1 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj, 則l階交互項

(A1A2 · · ·Al−1Aj) 會落到特徵值最小的階層; 若A1, A2, . . . , Al−2 ∈ Cki, Aj ∈
Ckj, Ap ∈ Ckp且l ≥ 2, 則l階交互項 (A1A2 · · ·Al−2AjAp) 亦會落到特徵值最小

的階層。

証明. (a) 若因子設計鍵混同區塊效應V 的部份滿足了Vi 6= I, 其代表著主效應會落

到特徵值最小的階層。

(b) (i) 當A1, A2, . . . , Al−1 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj時, 由於l為奇數,l−1為偶數l−1階

交互項之混同區塊效應V 的部份會相消, 故

A1A2 · · ·Al−1Aj = Ui1Ui2 · · ·Uil−1UjVj,

又因為Vj 6= I, 因此奇數次的l階交互項 (A1A2 · · ·Al−1Aj) 會落到特徵值最小的階

層。

當A1, A2, . . . , Al ∈ Cki, 因l為奇數,l階交互項混同區塊效應中V 的部份會存在一

個V , 故

A1A2 · · ·Al−1Aj = U1U2 · · ·UlVi,

又因為Vi 6= I, 所以奇數次的l階交互項 (A1A2 · · ·Al−1Al) 亦落到特徵值最小的階

層。

(ii) 當A1, A2, . . . , Al−1 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj時, 由於l為偶數,l − 1為奇數l − 1階交

互項之混同區塊效應V 的部份會存在一個Vi, 故

A1A2 · · ·Al−1Aj = U1U2 · · ·Ul−1UjViVj,
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又因為Vi 6= Vj, 所以ViVj 6= I, 因此偶數次的l階 (A1A2 · · ·Al−1Aj) 交互項會落到

特徵值最小的階層。

當A1, A2, . . . , Al−2 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj, Ap ∈ Ckp時, 由於l為偶數,l − 2為偶

數l − 2交互項之混同區塊效應V 的部份會相消, 故

A1A2 · · ·Al−2AjAp = U1U2 · · ·Ul−2UjUpVjVp,

因為Vj 6= Vp, 所以VjVp 6= I,因此偶數次的l階交互項 (A1A2 . . . Al−2AjAp) 會落到

特徵值最小的階層。

推論 1. (a)Ai ∈ Cki,Aj ∈ Ckj若且唯若2階交互項AiAj落到特徵值最小的階層。

(b) 若Ai, Aj, Ar ∈ Cki且Vi 6= I、Ai, Aj ∈ Cki,Ar ∈ Ckr且Vr 6= I, 或Ai ∈
Cki, Aj ∈ Ckj, Ar ∈ Ckr且ViVjVr 6= I, 則3階交互項AiAjAr落到特徵值最小的階

層。

証明. (a) 首先, 從左邊證到右邊。 利用定理1(b), 因為該交互項為偶數次且l = 2,

故Ai ∈ Cki,Aj ∈ Ckj, 則AiAj落到特徵值最小的階層。 其次, 再從右邊證到左邊, 假

設Ai = UiVi, Aj = UjVj, 則AiAj = UiUjViVj, 因為AiAj落到特徵值最小的階層,

故ViVj 6= I, 亦即Vi 6= Vj, 因此Ai ∈ Cki,Aj ∈ Ckj。

(b) 由定理1(b), 因為該交互項為偶數次且l = 3, 故在Ai, Aj, Ar ∈ Cki且Vi 6=
I、Ai, Aj ∈ Cki,Ar ∈ Ckr且Vr 6= I的情況下,AiAjAr落到特徵值最小的階層。 在Ai ∈
Cki, Aj ∈ Ckj, Ar ∈ Ckr且Vi 6= Vj 6= Vr 6= I的情況下, 我們可得知

AiAjAr = UiUjUrViVjVr,

又因為Vi 6= Vj 6= Vr 6= I, 故AiAjAr落到特徵值最小的階層。

定理1所描述的j階交互項只考慮2至3個群體, 對於3個以上的群體, 由於須考慮

每個群體V 的部份, 亦即在算j階交互項時不同群體須考慮V 的部分是否會相消, 故定

理1僅描述一定會落入特徵值最小階層的處理效應。 在某些情況下, 實驗者只關心不同

處理效應落在特徵值最小階層的個數, 故我們發展定理2。
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定理 2. 若在設計鍵中得到第 k 層分群型態如下:

Ck1 = {Ai|Vi = V ∗
1 = I}

Ck2 = {Ai|Vi = V ∗
2 }

...

Ckdk
= {Ai|Vi = V ∗

dk
}

假設在Ck1集合裡因子個數有a1、Ck2集合裡因子個數有a2、 . . . 、Ckdk
集合裡因子個數

有adk
, 則不同處理效應落在特徵值最小階層的個數如下:

(a) 主效應有m − a1個

(b)2階交互項有
∑ ∑

i6=j aiajI[dk≥2]個

(c) 奇數次的l階交互項至少有

i=dk∑
i=1

i=dk∑
j=2,i6=j

Cai
l−1ajI[ai≥l−1] +

i=dk∑
i=2

Cai
3 I[ai≥l]

(d) 偶數次的l階交互項至少有

∑
i6=j

i=dk∑
i,j=1

Cai
l−1ajI[ai≥l−1] +

∑
i 6=j 6=k

∑ i=dk∑
i,j,k=1

Cai
l−2ajakI[ai≥l−2]

証明. (a) 因為Ai = UiVi且必須滿足Vi 6= I, 所以主效應有m − a1個落到特徵值最

小的階層。

(b) 由定理1得知當l = 2時,Ai ∈ Cki, Aj ∈ Ckj則AiAj會落到特徵值最小的階

層, 故有
∑ ∑

i 6=j aiajI[dk≥2]個2階交互項落入特徵值最小的階層。

(c) 由定理1得知l為奇數時, 當A1, A2, . . . , Al−1 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj且Vj 6= I,

則l階會落到特徵值最小的階層, 故有

i=dk∑
i=1

i=dk∑
j=2,i6=j

Cai
l−1ajI[ai≥l−1]

個; 當A1, A2, . . . , Al ∈ Cki且Vi 6= I, 則l階會落到特徵值最小的階層, 故有

i=dk∑
i=2

Cai
3 I[ai≥l]
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個, 因為定理1所得到的l階交互項未考慮分成l群的交互項部分, 故l階交互項至少有

i=dk∑
i=1

i=dk∑
j=2,i6=j

Cai
l−1ajI[ai≥l−1] +

i=dk∑
i=2

Cai
3 I[ai≥l]

個落到特徵值最小的階層。

(d) 由定理1得知l為偶數時, 當A1, A2, . . . , Al−1 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj時, 則l階會落

到特徵值最小的階層, 故有

∑
i6=j

i=dk∑
i,j=1

Cai
l−1ajI[ai≥l−1]

個; 當A1, A2, . . . , Al−2 ∈ Cki, Aj ∈ Ckj, Ap ∈ Ckp時, 則l階會落到特徵值最小的

階層, 故有 ∑
i6=j 6=k

∑ i=dk∑
i,j,k=1

Cai
l−2ajakI[ai≥l−2]

個, 因此偶數次l階交互項至少有

∑
i6=j

i=dk∑
i,j=1

Cai
l−1ajI[ai≥l−1] +

∑
i 6=j 6=k

∑ i=dk∑
i,j,k=1

Cai
l−2ajakI[ai≥l−2]

個落到特徵值最小的階層。

例子3.4: 當在區塊結構為2/2/4(X/Y/Z)、 處理結構為4個2水準因子, 且設計

鍵為

A = Z1, B = Z2, C = Y Z2, D = XZ1Z2,

該組設計鍵的第k層分群型態為A因子之設計鍵V 的部分屬於Z1, B,C因子之設計鍵V 的

部分屬於Z2,D因子之設計鍵V 的部分屬於Z1Z2, 亦即{{A}, {B,C}, {D}}。 由推論1

得知從第k層分群型態中的任兩個相異群體各選出一個因子, 其2階交互項會落入特徵

值最小階層, 因此A因子來自某一個群體、B因子來自另一個群體, 故 AB 落到特徵值

最小階層, 同理,AC,AD,BD,CD也會落到特徵值最小階層。 其餘我們以類似方法-

定理1及定理2, 得知落到特徵值最小階層的處理效應及個數, 其結果如表3.1。 由於第

3層自由度為12(=2 × 2 × (4 − 1)), 由表3.1得知利用定理1及定理2的方法我們可

直接得到所有會落到最後一層的處理效應及個數。
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表 3.1: 落入最後一層的處理效應

使用定理1及定理2

處理效應 效應 個數

主效應 A,B,C,D 4
2階交互項 AB,AC,AD,BD,CD 5
3階交互項 ABC,BCD 2
4階交互項 ABCD 1

推論 2. 當區塊結構nk=2且所有主效應皆可落到特徵值最小的階層時, 則主效應以及

奇數次的交互項皆會落在特徵值最小的階層且所有偶數次交互項皆不可能落入特徵值

最小的階層。

証明. 由於nk=2, 故第k層虛無因子只有1個因子, 亦即第k層區塊成份可分到V 的部

份僅有1個。 在所有主效應必須落到特徵值最小階層的條件下, 第k層分群型態只能有

1個集合數, 亦即C1 = {Ai|Vi = V ∗
1 }對於所有i。 因為所有處理因子設計鍵中混同區

塊效應具有相同V , 所以所有主效應皆落在特徵值最小的階層; 又由於Ai, Aj ∈ C1對

於所有i, j, 造成任兩個處理因子交互項中混同區塊效應V 的部份會相消, 故我們可得

知沒有2階交互項落入特徵值最小階層; Ai, Aj, Ak ∈ C1對於所有i, j, k, 造成任三個

處理因子交互項中混同區塊效應V 的部份會存在, 因此所有3階交互項皆落到特徵值

最小階層, 同理, 我們可歸納出偶數項交互項的V 會相消、 奇數項交互項的V 會存在。

因此, 落在特徵值最小的階層為主效應以及奇數次的交互項。

3.2.2 存在設計鍵的條件

當需求集包含所有主效應及某些2階交互項時, 我們可由需求集找出的第k層最小限制

型態可分的群體數來判斷目前區塊結構能否讓需求集裡所有的效應落在特徵值最小的

階層。

定理 3. 假設由需求集找出的第k層最小限制型態共有p群, 則當p ≤ nk − 1時若且唯

若存在設計鍵使得需求集裡所有的效應落入特徵值最小的階層。

証明. 假設該p個群體第k層區塊成份分別為V1, V2, . . . , Vp。 首先, 我們先由左邊證到

右邊。 因所有主效應須落到特徵值最小的階層, 故對於所有i = 1, . . . , p必須滿足Vi 6=
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表 3.2: 是否存在設計鍵
需求集 第k層最小限制型態 p 是否存在設計鍵

{A,B,C,D,AB,AC,AD} {A},{B,C,D} 2 是

{A,B,C,D,AB,AC,BC,CD} {A,D},{B}, {C} 3 是

{A,B,C,D,AC,AD,BC,BD,CD} {A,B},{C}, {D} 3 是

所有主效應及所有2階交互項 {A},{B}, {C}, {D} 4 否

I, 因此第k層不為I的區塊成分共有nk−1個。 因為p ≤ nk−1, 故對於i, j = 1, . . . , p必

可找到Vi 6= Vj, 因此存在設計鍵使得需求集裡所有的效應落入特徵值最小階層。

其次, 再從右邊證到左邊。 因為存在設計鍵使得需求集裡所有的效應落入特徵值最

小階層, 且在第k層最小限制型態共有p群及所有主效應須落到特徵值最小階層的情況

下, 因子設計鍵中第k層區塊成份必須對於所有i, j = 1, . . . , p滿足Vi 6= Vj及Vi 6= I,

則第k層不為I的區塊成份至少須有p個, 亦即p ≤ nk − 1。

例子3.5: 假設處理結構有4個因子, 以A,B,C,D表示, 區塊結構為2/2/4, 由定

理3可得知第k層最小限制型態p必須滿足p ≤ 3, 才能存在設計鍵使得需求集裡所有

的效應落到特徵值最小階層, 故在不同需求集僅須計算出第k層最小限制型態, 即可得

知在目前區塊結構是否能存在設計鍵, 使得需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層。

表3.2針對不同需求集, 我們利用第k層最小限制型態, 來判斷是否存在設計鍵使得需

求集裡所有的效應落到特徵值最小階層。

定理3僅適用於需求集為主效應及某些2階交互項的情況, 若需求集裡存在3階或

3階以上的交互項時, 除了須由需求集找出第k層最小限制型態外, 還需考慮每一個群

體V 分配的問題。 這時情形會較繁雜, 不易獲得如定理4如此簡潔的結果, 但相同的推

論仍可應用。 以需求集為所有主效應、2階交互項、. . . ,j階交互項且需求集要落到特徵

值最小的階層為例, 由於2階交互項必須落到特徵值最小的階層, 故2階交互項中混同

區塊效應V 的部份必須對於所有i, j滿足ViVj 6= I, 亦即對於所有i, j滿足Vi 6= Vj, 因

此第k層最小限制型態需分成m群; 又因為2階、. . . ,j階交互項必須落到特徵值最小的

階層, 故2階,. . . ,j階交互項中混同區塊效應V 的部份必須對於所有i, j, l滿足ViVj 6=
I、ViVjVl 6= I、. . . , 因此第k層最小限制型態須分m群, 且第k層限制型態須對於所

有i, j, l, k, r滿足Vi 6= Vj, ViVj 6= Vl, . . . , ViVl · · ·Vk 6= Vr。
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3.2.3 最佳第k層限制型態

在第k層最小限制型態之群體數滿足p ≤ nk − 1情況下, 我們可得知存在設計鍵使得

需求集裡所有的效應皆可落入特徵值最小階層, 然而能存在設計鍵讓需求集裡所有的

效應落入特徵值最小階層之第k層限制型態卻有眾多個, 我們不希望從眾多第k層限制

型態中, 選到會讓高階效應落在特徵值最小的階層裡。 因此, 我們依照等級次序原則

(hierarchical ordering principle), 希望將未落在需求集裡2階交互項落在特徵值最

小階層個數最大化, 其選取最佳第k層限制型態方式如定理4。

定理 4. 假設第k層最小限制型態共有p群, 其每一個群體因子設計鍵中第k層區塊成

份假設為V ∗
i , i = 1, . . . , p, 以符號表示如下:

Ck1 = {Ai|Vi = V ∗
1 },

Ck2 = {Ai|Vi = V ∗
2 },

...

Ckp = {Ai|Vi = V ∗
p }.

其中,Ck1裡共有a1個處理因子、· · · 、Ckp裡共有ap個處理因子, 且
∑i=p

i=1 ai = m。 當p ≤
nk − 1時,

∑i=nk−1
i=1 (ai − m

nk−1
)2越小越能增加2階交互項落到第k層。

証明. 當p ≤ nk − 1時, 代表有足夠V 可分到每一個群體, 亦即對於i, j = 1, . . . , p必

可滿足Vi 6= Vj, 為了增加2階交互項落在特徵值最小的階層, 我們須將∑ ∑
i 6=j

aiajI[p≥2]

最大化。 在p可變動下 (p < nk − 1), 由於Vi 6= Vj即可讓2階交互項落入特徵值最小

階層, 故我們須將原本群體數p增加至最大值-nk − 1, 因此有∑ ∑
i6=j

aiajI[nk−1≥2]

個2階交互項落入特徵值最小的階層。 此時群體個數固定, 但群內某些因子可變動, 為

了讓2階交互項落在特徵值最小階層之個數增加, 所以必須將∑ ∑
i6=j

aiajI[nk−1≥2]
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最大化, 由算術平均大於或等於幾何平均數得知aiaj ≤ (ai+aj

2
)2, 當=成立時,ai = aj

,aiaj達到最大值, 所以在a1 = a2 = a3 = · · · = ank−1情況下, 2階交互項落於特

徵值最小階層的個數最多。 我們可由a1 = a2 = a3 = · · · = ank−1, 得知每一個群

體彼此群內個數越接近, 越能將2階交互項落在特徵值最小階層的個數最大化, 但由

於此nk − 1群裡的處理因子總個數有m個, 且nk − 1個群體能分配到第k層區塊成份

有nk − 1個, 因此該nk − 1群裡群內個數越接近 m
nk−1

, 越能將2階交互項落在特徵值

最小階層的個數最多, 故
∑i=nk−1

i=1 (ai − m
nk−1

)2越小, 越能增加2階交互項落在特徵值

最小的階層。

例子3.6(p ≤ nk − 1): 當nk = 4且需求集為

{A, B,C,D,E,AD,AE,BD,BE,CE,DE}

時, 由需求集利用圖四可得知第k層最小限制型態可分成2群且有2種分法, 其分群結

構為

{{A,B}, {C,D}, {E}}或{{A,B,C}, {D}, {E}}.

由於p ≤ nk − 1, 故需求集裡所有的效應皆落入特徵值最小階層。 在

m = 5, nk − 1 = p = 3

的情況下, 若第k層限制型態為{{A,B}, {C,D}, {E}}, 則

i=nk−1∑
i=1

(ai −
m

nk − 1
)2 =

i=3∑
i=1

(ai −
5

3
)2 =

2

3
,

若第k層限制型態為{{A,B,C}, {D}, {E}}, 則

i=nk−1∑
i=1

(ai −
m

nk − 1
)2 =

i=3∑
i=1

(ai −
5

3
)2 =

8

3
,

由定理4得知最佳第k層限制型態為{A,B}, {C,D}, {E}。 若不使用定理4, 僅考慮落

入特徵值最小階層的2階交互項, 在第k層最小限制型態為{{A,B}, {C,D}, {E}}情

況下,除了能將需求集裡11個效應落入特徵值最小階層, 對於不在需求集裡的AC,BC效

應也能落在特徵值最小階層; 然而第k層最小限制型態為{{A,B,C}, {D}, {E}}, 除
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了能將需求集裡11個效應落入特徵值最小階層, 對於不在需求集裡的效應僅有CD落

在特徵值最小階層, 因此最佳第k層限制型態仍為{{A,B}, {C,D}, {E}}。

•

•

B

A

•

•

C

D
@

@
@

•E

圖四: 圖論

當區塊結構無法改變且第k層最小限制型態不滿足p ≤ nk − 1時, 此時目前區塊結

構必不存在設計鍵使得需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層, 因此我們只能將需

求集裡的效應落到特徵值最小階層之個數最大化。 以下我們以將需求集裡的效應落入

特徵值最小階層之個數最大化的目的, 來進行第k層最小限制型態之第k層區塊效應分

配及合併群體的問題, 其結果如定理5。

定理 5. 假設第k層最小限制型態共有p群, 其每一個群體因子設計鍵中第k層區塊成

份假設為V ∗
i , i = 1, . . . , p, 以符號表示

Ck1 = {Ai|Vi = V ∗
1 },

Ck2 = {Ai|Vi = V ∗
2 },

...

Ckp = {Ai|Vi = V ∗
p }.

其中,Ck1裡共有a1個處理因子、· · · 、Ckp裡共有ap個處理因子, 且
∑i=p

i=1 ai = m。

(i) 當p = nk時, 將a(1) = min(a1, a2, . . . , ap)的群體第k層區塊成份分配到I,

則需求集裡的效應落入特徵值最小階層之個數最大化。

(ii) 當p > nk時, 將p個群體合併成nk個群體, 且每個群體內個數須趨近於 m
nk

, 則

需求集裡的效應落入特徵值最小階層之個數最大化。

証明. (i) 當p = nk時, 此時不存在設計鍵使得需求集裡所有效應落入特徵值最小階

層, 首先考慮在p群中任取2群合併成1群, 使得第k層最小限制型態由原本p群變成p−
1群, 為了將所有主效應都落在特徵值最小的階層裡, 我們將此p− 1個群體的第k層區

塊效應分配問題不考慮I, 因此此種合併群體會造成需求集裡的效應減少

p−1∑
i,j=1

∑
i6=j

aiaj,
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為了將需求集裡的個數減少最小化, 故當ai = a(1), aj = a(2)可將
∑p−1

i,j=1

∑
i6=j aiaj最

小化; 若考慮將此p群中某一個群體的第k層區塊效應分配到I, 則需求集裡的效應會減

少ai, 為了讓需求集裡的個數減少最小化, 故當ai = a(1)可將ai最小化。 因為a(1) ≤
a(1)a(2), 所以將p群中a(1)的群體第k層區塊成份分配到I, 必定可將需求集裡的效應落

入特徵值最小階層的個數最大化。

(ii) 當p ≥ nk時, 假設有b個群體的處理因子設計鍵中混同區塊效應 V 的部份分配

到I,d1 − 1個群體合併到處理因子設計鍵中混同區塊效應 V 的部份為V1、d2 − 1個群

體合併到處理因子設計鍵中混同區塊效應 V 的部份為V2、. . . 、dt − 1個群體合併到處

理因子設計鍵中混同區塊效應 V 的部份為Vnk
, 且

b +
i=t∑
i=1

(di − 1) = p − nk + 1.

由於處理因子設計鍵中混同區塊效應V 的部份可等於I, 故第k層限制型態最大可分成nk群,

為了盡量將需求集2階交互項盡量若入特徵值最小的階層, 亦即我們要將∑ ∑
i6=j

aiajI[nk≥2]

最大化, 利用算術平均數大於或等於幾何平均數的方法 (如定理4), 可得知每一個群內

個數越接近 m
nk

, 越可將 2階交互項落入最小特徵值之個數最大化。

例子3.7(p ≥ nk): 當nk = 4時, 由需求集得知第k層最小限制型態需4群, 其

分群結構為{{A,B}, {C,D}, {E,F}, {G,H}}。 由分群結構觀察, 需求集有8個主

效應以及24個2階交互項效應。 由定理6得知 m
nk

= 8
4

= 2, 故第k層最佳分群型態

為{{A,B}, {C,D}, {E,F}, {G,H}}, 並將此4群中的某一個群體V 的部份分配到I。

在不使用定理6的方法, 僅考慮設計鍵中混同區塊效應V 的部份有分配到I與沒有分配

到I。 若將{A,B}的設計鍵中混同區塊效應V 的部份與{C,D}V 的部份相同, 在需求

集裡會有28個效應落到特徵值最小的階層 (比原先需求集的效應少4個);若考慮將{A,B}的

設計鍵中混同區塊效應V 的部份分配到I, 在需求集裡會有30個效應落到特徵值最小

的階層 (比原先需求集的效應少2個)。 因此, 將第k層最小限制型態中某個群體的設計

鍵混同區塊效應V 的部份分配到I可讓需求集落入特徵值最小階層之個數最大化。

當p ≤ nk−1時, 為了讓需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層, 在定理4第k層

最小限制型態必須包含於最佳第k層限制型態裡。 當p ≥ nk時, 由於目前區塊結構無
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法將需求集裡有的效應落到特徵值最小階層, 所以在定理5的目的只是將第k層最小限

制型態中的部分群體合併。

3.3 處理因子數大於虛假因子數

假設處理因子數有m個、 虛假因子數有q個且其因子水準數皆為2, 若處理因子數大於

虛假因子數 (m > q), 此種情況導致無法將所有2m個水準組合都安排進區塊內, 由於

虛假因子數有q個, 此時最多只能安排2q個水準組合, 因此我們僅能操作2m−r = 2q個

處理。 由於我們不是操作所有2m個處理, 而是操作一部份2m−r個處理, 這時出現了定

義對比子群。 以下針對第k層限制型態找出合格定義對比, 並利用 Franklin 與 Bai-

ley(1977) 的演算法找出合適定義對比子群; 其次, 針對需求集裡所有效應落入特徵值

最小階層對合適定義對比影響。

3.3.1 找出合格的定義對比

當需求集包含所有主效應及部分2階交互項, Franklin與 Bailey(1977) 定義若某定義

對比 (defining contrast) 可由需求集裡的效應及某兩個在需求集的效應相乘而獲得,

則稱其為不合格的定義對比, 否則便其為合格的定義對比。 注意這邊的合格與否, 只是

初步先篩除某些很明顯不適用的定義對比, 並不是任一合格的定義對比便能建構出能

估計需求集裡所有效應的部份因子設計。 為快速計算合格定義對比, 我們應用第k層限

制型態去找出合格定義對比集合。

在談論合格定義對比集合前, 我們先定義兩種定義對比, 若定義對比是由第k層限

制型態裡某一個群體所形成, 我們將其稱之為群內定義對比, 舉例來說, 若第k層限制

型態為{{A}, {B,C,D}}, 因BCD由{B,C,D}為所形成, 故其為群內定義對比; 若

定義對比是由第k層限制型態裡某兩個群體或兩個以上群體所形成, 我們將其稱之為

群間定義對比, 舉例來說, 若第k層限制型態為{{A}, {B,C,D}}, 因ABCD由2個

群體所形成, 故其為群間定義對比。

定理 6. 若需求集為所有主效應以及某些2階交互項, 對於 Franklin與 Bailey(1977)

所定義不合格定義對比, 我們可利用第k層最小限制型態, 若某定義對比滿足以下

(i)(ii)(iii)(iv) 任一個條件, 其皆屬於合格定義對比集合。

(i) 字長大於或等於5的定義對比。
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(ii) 字長為3個或4個字 (letter) 所形成的群內定義對比。

(iii) 從2個群體中選出一個群體並從該群體選出3個字, 及在另一個群體並從該

群體選出1個字, 其所組成的4個字長的群間定義對比。

(iv) 當第k層最小限制型態不具唯一性時, 若從兩個群體中個別選出2個字, 且該

4個字所形成6個2階交互項僅有1個2階交互項屬於需求集, 則其所組成的4個字長

的群間定義對比。

証明. (i) 由於需求集僅有所有主效應與部分2階交互項, 所以不合格定義對比最多只

到4個字長, 因此所有字長為5及5以上皆為合格定義對比。

(ii) 由群內去找出合格定義對比, 在第k層限制型態中會分成同一群, 主要是處理

因子之間的2階交互項不是我們所希望去估計, 但主效應本身是在需求集裡, 所以群內

字長 (wordlength) 必須大於等於3才是合格定義對比。

(iii) 由群間去找出合格定義對比, 對於字長為3或4是否為合格定義對比, 其探討

如下:

若有4個或3個群體且群內個數皆為1, 當字長為3的定義對比, 其可拆解成主效應

與2階交互項, 由於群內個數為1, 故代表著群間2階交互項為希望估計的效應, 又主

效應也屬於需求集, 因此字長為3為不合格定義對比; 當字長為4的定義對比, 其可拆

解成兩個2階交互項相乘, 由於4個群體群內個數皆為1, 故代表著這兩個2階交互項

為希望估計的效應, 因此字長為4為不合格定義對比。

若有2個或3個群體且存在一個群體個數為2其餘個數皆為1, 由於群間2階交互項

為希望估計的效應, 所以希望估計的效應彼此之間不能互為別名 (aliasing), 因此只要

從2個群體中選出一個群體2個字另一個群體1個字所產生的3個字長之定義對比, 其

會導致群間的2階交互項 (希望估計的效應) 會與主效應互為別名, 故群間字長為3是

不合格定義對比; 由於群間2階交互項為希望估計的效應, 所以從3個群體中選出一個

群體2個字另兩個群體皆1個字所產生的4個字長之定義對比, 其會造成希望估計2階

交互項彼此互為別名, 因此群間字長為4是不合格定義對比。 例如由需求集得知第k層

限制型態為{A,B} {C} {D}, 任何字長為3可拆解成主效應與群間2階交互項, 所以

字長為3是不合格, 且 ABCD 可拆解成 AC,BD, 故字長為4也是不合格。

若有2個群體且其群內個數皆為2, 由於群間2階交互項為希望可估計, 所以從2個

群體中選群內皆為2個字的4個字長之定義對比, 其會造成希望估計2階交互項彼此互

為別名, 因此群間字長為4是不合格定義對比。 例如由需求集得知第k層最小限制型態
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為{A,B} {C,D} , 任何字長為3為不合格, 因 ABCD 可拆解成 AC,BD, 故字長為

4也是不合格。

若有2個群體且一個群體個數為3另一個群體個數為1, 由於群間交互項要估計而

群內交互項不用估計, 所以從2個群體中選一個群體3個字與另一個群體1個字的4個

字長之定義對比, 其會造成群間交互項會與群內交互項互為別名, 又因為群間交互項

不是我們所希望估計的效應, 故2個群體字長為4是合格定義對比。 例如由需求集得知

第k層最小限制型態為{A,B,C} {D}, 故字長為3只有 ABC 是合格的, 而字長為4

有 ABCD 是合格的。

(iv) 當第k層最小限制型態不具唯一性時, 若從兩個群體中個別選出2個字, 假

設第k層最小限制型態某兩個群體為{Ai, Aj}, {Al, Am}, 因Ai, Aj, Al, Am僅存在1

個AiAl2階交互項屬於需求集, AiAl = AjAm且AjAm不屬於需求集, 因此其所組成

的4個字長為合格定義對比。

當第k層最小限制型態具唯一性時, 由定理6(i)(ii)(iii) 可得到合格定義對比集合,

然而若第k層限制型態不具唯一性時, 由定理6(i)(ii)(iii)(iv) 可得到合格定義對比集

合, 若想要估計更多2階交互項時, 我們僅需使用定理6(i)(ii)(iii) 得到合格定義對比。

由於定理6所得到每一個合格定義對比皆能估計需求集裡所有的效應, 故定理6適用於

部分因子設計之2m−1的實驗; 對於2m−r的實驗, 除了利用定理6得到合格定義對比, 我

們還需使用 Franklin 與 Bailey(1977) 搜尋表 (search table) 的方式, 找出合格定

義對比子群, 這也是我們一開始所提到的定理6所得到合格, 只是初步先選出某些合格

定義對比, 但並不是任一合格的定義對比便能建構出能估計需求裡所有效應的部份因

子設計。

例子3.8: 若需求集為

{A, B,C,D,E,AB,AC,AD,AE},

由需求集得知第k層最小限制型態可分成2群, 其分群結構為{{A} {B,C,D,E}}, 由

定理6(i)得知ABCDE為合格定義對比, 其次, 分群結構為{B,C,D,E}且由定理6(ii)得

知合格定義對比為BCD,BCE,BDE,CDE,BCDE, 由定理6(iii)得知ABCD,

ABCE,ABDE,ACDE為合格定義對比。
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3.3.2 合格定義對比的影響

在需求集為所有主效應及部分2階交互項時, 若是處理結構為完全因子設計, 利用需求

集找到第k層最小限制型態後, 只要滿足p ≤ nk − 1此條件, 則至少存在一組設計鍵

使得需求集裡所有的效應落入特徵值最小階層。 當處理結構為部分因子設計時, 若要

估計需求集裡所有的效應, 我們可由定理6及 Franklin 與 Bailey(1977) 搜尋表找出

合格定義對比子群, 然而若要讓需求集裡所有效應落入特徵值最小階層, 除了須考慮

第k層最小限制型態及區塊結構外, 還須考慮在定理6的合格定義對比能否產生需求集

裡所有效應落入特徵值最小階層的設計鍵。 以下是利用第k層最小限制型態得知合格

定義對比, 其次再考慮合格定義對比能否在此種分群結構下得到一組設計鍵。

定理 7. 在區塊結構滿足p ≤ nk − 1情況下, 字長至少為4及偶數個的群內定義對比、

字長至少為5的群間定義對比, 以及若第k層最小限制型態不具唯一性, 從兩個群體中

個別選出2個字, 且該4個字所形成6個2階交互項僅有1個2階交互項屬於需求集, 其

所組成的4個字長的群間定義對比, 並且其所得到定義對比之混同區塊效應須為I, 即

可存在設計鍵使得需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層裡。

証明. 以下我們將由定理6的合格定義對比區分為群內與群間兩種情況來各別討論。 對

於群內定義對比, 若其字長為3, 由定理6得知字長為3所形成的群內定義對比為合格

的, 由於3個因子設計鍵中混同區塊效應V 的部份是相同的, 所以造成

AiAjAk = UiV UjV UkV = UiUjUkV,

由於需求集包含所有主效應且需求集裡所有效應需落到特徵值最小階層, 因此V 6=
I無法產生3個字長群內定義對比的設計鍵, 亦即AiAjAk 6= I, 同理, 我們可推得字

長為奇數個的群內定義對比, 無法產生3個字長群內定義對比的設計鍵; 若其字長為4,

由定理6得知字長為4所形成的群內定義對比為合格的, 因4個因子設計鍵中混同區塊

效應V 的部份是相同的, 所以

AiAjAkAl = UiV UjV UkV UlV = UiUjUkUl,

只要能滿足UiUjUkUl = I的條件, 即可找到需求集裡所有的效應落到特徵值最小階

層之4個字長群內定義對比的設計鍵; 同理, 我們可推得字長為偶數個的群內定義對
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比, 可找到需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層之偶數個字長群內定義對比的設

計鍵。

對於群間定義對比, 若字長為4是由群間所得到的, 由定理6得知從2個群體中選出

一個群體群內個數為3另一個群體群內個數為1所組成的4個字長的群間定義對比為

合格的, 因4個因子設計鍵中混同區塊效應V 的部份有3個是相同的, 其V 的部分假設

為Vi, 另一個因子設計鍵中混同區塊效應 V 的部份為Vj且Vi 6= Vj, 所以

AiAjAkAl = UiViUjViUkViUlVj = UiUjUkUlViVj,

因Vi 6= Vj所以AiAjAkAl 6= I, 因此由2個群體中選出一個群體群內個數為3另一個

群體群內個數為1所組成的4個字長的群間定義對比, 無法找到可讓需求集所有的效應

落到特徵值最小階層的定義對比; 當字長至少為5, 若其定義對比滿足區塊效應的部份

等於I, 則我們可找到需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層之字長至少為5群間定

義對比的設計鍵。

由定理6得知第k層最小限制型態不具唯一性時, 若從兩個群體中個別選出2個字,

且該4個字所形成6個2階交互項僅有1個2階交互項屬於需求集, 則其所組成的4個字

長的群間定義對比。 因4個因子設計鍵中混同區塊效應V 的部分有2個是相同的, 其V 的

部分假設為Vi, 另2個因子設計鍵中混同區塊效應 V 的部份為Vj且Vi 6= Vj, 所以

AiAjAkAl = UiViUjViUkVjUlVj = UiUjUkUl,

只要滿足UiUjUkUl = I, 即可找到需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層之4個字

長群間定義對比的設計鍵。

例子3.9: 假設區塊結構為4/4(X/Y )、 處理結構有5 個因子以及需求集為

{A, B,C,D,E,AB,AC,AD,AE,BC,CD,DE},

從需求集得知第k層最小分群型態為{{A}, {B,D}, {C,E}}(滿足了p ≤ nk−1), 由

定理7得知字長至少為4及偶數個的群內定義對比, 然而因第k層最小分群型態中每一

個群體群內個數小於3, 故無法發現字長至少為4及偶數個群內定義對比之設計鍵; 由

定理7得知字長至少為5的群間定義對比, 而第k層最小分群型態中群間字長為5的定

義對比有ABCDE, 因需求集裡包含所有主效應且需求集裡所有效應須落入特徵值最
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小階層, 故因子設計鍵中V 6= I, 假設

A = UaV1, B = UbV2, C = UcV3, D = UdV2, E = UeV3,

則

ABCDE = UaUbUcUdUeV1,

因V1 6= I, 所以無法發現字長為5的群間定義對比之設計鍵, 由於此第k層最小限制型

態不具唯一性, 但此第k層最小限制型態中{B,D}, {C,E}有2個交互項屬於需求集,

故無法發現定義對比為BCDE的設計鍵。 由以上討論, 我們可得知該區塊結構無法發

現一組設計鍵, 使得需求集所有的效應落到特徵值最小的階層。

例子3.10: 在例子3.8中, 由定理7我們可找到需求集裡所有的效應落到特徵值最

小階層之群內定義對比BCDE。
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區塊結構的順序與評判設計鍵準則

4.1 區塊結構的順序

4.1.1 排序準則

對一個區塊結構n1/n2/ · · · /nk, 其共有k個階層, 在第i層的自由度為n1n2 · · · (ni −
1), 因此第i層最多可安排n1n2 · · · (ni − 1)個處理效應。 因為在ρ1 > ρ2 > · · · >

ρk−1假設下, 越底層其特徵值越小, 亦即落入越底層的處理效應, 其估計式的變異數越

小, 故能估計的越精確。 在這種狀況下, 若能讓越底層自由度越大, 則我們便可以安排

更多的處理效應, 讓更多的效應被估計的越精確, 因此, 我們利用各階層自由度來安排

區塊結構的順序。

對於兩個區塊結構n1/n2/ · · · /nk及n′
1/n

′
2/ · · · /n′

k, 為了估計總處理效應個數一

樣 (自由度一樣), 故n1n2 · · ·nk = n′
1n

′
2 · · ·n′

k, 然而不同區塊結構其各階層估計處

理效應的個數卻不盡相同。 為了增加效應估計式精確度之個數, 故不同區塊結構的順

序以各階層自由度來考量, 其優先順序的排列為越底層自由度越大越優先。 在區塊結

構為n1/n2/ · · · /nk, 其第i層自由度為Di1 = n1n2 · · ·ni−1(ni−1); 另一個區塊結構

為n′
1/n

′
2/ · · · /n′

k, 其第i層自由度為Di2 = n′
1n

′
2 . . . n′

i−1(n
′
i−1)。 此兩種區塊結構在

第i層自由度的差異為Dfi = Di1−Di2。 由於越底層特徵值越小, 因此第k層自由度大

的優先考量, 若Dfk > 0, 則n1/n2/ · · · /nk比n′
1/n

′
2/ · · · /n′

k優, 造成此種結果主要

因為前者比後者更多自由度, 反之,若Dfk < 0, 則n′
1/n

′
2/ · · · /n′

k比n1/n2/ · · · /nk優,

若Dfk = 0, 則我們再依序考量第k − 1、k − 2、. . . 、1層自由度大者優先排列, 故若

存在j, 使得Dfj > 0, 且Dfi = 0對於i > j, 則區塊結構為n1/n2/ · · · /nk之順序

較n′
1/n

′
2/ · · · /n′

k優先。
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例子4.1: 區塊結構為2α1/2α2/ · · · /2αk , 第i層自由度Di1 = 2
∑r=i−1

r=1
αr(2αi − 1)

, 而區塊結構為2α1/2α2/ · · · /2αj−1/ · · · /2αl+1/ · · · /2αk , 在第 i 層自由度 (Di2) 如

下:

Di2 =



2
∑r=i−1

r=1
αr(2αi − 1) i = 1, ..., j − 1,

2
∑r=i−1

r=1
αr(2αi−1 − 1) i = j,

2
∑r=i−1

r=1
αr−1(2αi − 1) i = j + 1, ..., l − 1,

2
∑r=l−1

r=1
αr−1(2αl+1 − 1) i = l,

2
∑r=i−1

r=1
αr(2αi − 1) i = l + 1, .., k.

區塊結構由2α1/2α2/ · · · /2αk 改變為 2α1/2α2/ · · · /2αj−1/ · · · /2αl+1/ · · · /2αk , 其

自由度變化如下:

Dfi = Di2 − Di1 =



0 i = 1, ..., j − 1,

−2
∑r=j

r=1
αr−1 i = j,

−2
∑r=i−1

r=1
αr−1(2αi − 1) i = j + 1, ..., l − 1,

2
∑r=l−1

r=1
αr−1 i = l,

0 i = l + 1, .., k.

由於2α1/2α2/ · · · /2αk 在第l層自由度較2α1/2α2/ · · · /2αj−1/ · · · /2αl+1/ · · · /2αk 多,

故2α1/2α2/ · · · /2αj−1/ · · · /2αl+1/ · · · /2αk 較2α1/2α2/ · · · /2αk優先。 假設Σi=k
i=1αi =

a, 利用疊代法我們可推得最優的區塊結構為α1 = 1, . . . , αk−1 = 1, αk = a−(k−1),

亦即其區塊結構為2/2/ · · · /2/2a−k+1。

4.1.2 相關定理

如果在目前的區塊結構下, 無法讓需求集裡所有的效應皆落入最後一層, 則我們可以

考慮改變目前區塊結構。 以下針對區塊結構排序後, 哪些區塊結構不能將需求集裡所

有效應落入特徵值最小階層相關性質之探討。

定理 8. 假設區塊結構2α1/2α2/ · · · /2αk與2β1/2β2/ · · · /2βk , 在Σi=k
i=1αi = Σi=k

i=1βi的

情況下,

(i) 若αk > βk且2α1/2α2/ · · · /2αk不能讓需求集裡所有的效應落入特徵值最小階

層, 則2β1/2β2/ · · · /2βk也不能將需求集裡所有的效應落入特徵值最小階層。
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(ii) 若αk = βk, 令i為使得αi > βi最大的i, 若2α1/2α2/ · · · /2αk不能讓需求集

裡所有的效應落入特徵值最小階層, 若且唯若,2β1/2β2/ · · · /2βk也無法讓需求集裡所

有的效應落入特徵值最小階層。

証明. (i) 因為2α1/2α2/ · · · /2αk不讓將需求集裡所有的效應落入特徵值最小階層, 由

定理3得知第k層最小限制型態p不滿足p ≤ 2αk −1, 亦即p > 2αk −1。 因為αk > βk,

p > 2αk − 1 > 2βk − 1, 故p > 2βk − 1, 由定理3得知2β1/2β2/ · · · /2βk也不能讓需

求集裡所有的效應落入特徵值最小階層。

(ii) 由左邊證到右邊。 因為2α1/2α2/ · · · /2αk不能讓需求集裡所有的效應落入特

徵值最小階層, 由定理3得知第k層最小需限制型態p不滿足p ≤ 2αk − 1, 亦即p >

2αk − 1。 因為αk = βk, 故p > 2αk − 1 = 2βk − 1, 因此,2β1/2β2/ · · · /2βk也不能讓

需求集裡所有的效應落入特徵值最小階層。 同理可從右邊證到左邊。

如果在目前區塊結構無法讓需求集裡所有的效應落入最後一層, 此時須改變目前

的區塊效應, 由定理8可得知, 我們須增加最後一層的個數(nk), 接著利用例子4.1使

用疊代法增加最後一層的個數, 倘若最優的區塊結構仍然無法讓需求集裡所有的效應

落入最後一層, 此時我們須將原本n1n2 · · ·nk增加至2n1n2 · · ·nk, 且將原本最優區塊

結構之最後一層個數增加1倍。

4.2 評判設計鍵的準則

針對客戶提出某需求集的實驗, 我們使用 Minimum N-Aberration準則來選取好的

部份因子設計, 但是該準則僅適用於無區塊結構的設計, 且其只衡量處理效應互為別

名的情況; 當區塊具有某些簡單的結構, 如集區因子設計, 有文獻建議用其所提出的

順序來比較字長之準則選取好的設計, 其衡量了處理效應互為別名、 處理效應與區塊

效應混同的情況, 但該準則並不適用於有需求集的實驗; 然而在多階層實驗設計的文

獻中, 尚無一套準則針對既有需求集又有巢狀區塊結構來評斷設計鍵的優劣。 為篩選

所得到之設計鍵, 我們發展出篩選在巢狀區塊結構以及有需求集實驗的設計鍵之準則,

其準則之發展須考量處理效應互為別名、 處理效應與區塊效應混同的情況, 以及處理

效應估計精確度之問題。
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表 4.1: 符號表

階層

處理效應 S1 S2 . . . Sk

需求集 B11 B12 . . . B1k

其餘2階交互項 B21 B22 . . . B2k
...

...
...

...
...

其餘i階交互項 Bi1 Bi2 . . . Bik

4.2.1 符號定義

在多階層實驗裡, 每一個階層有不同效應落入, B1j代表需求集落入第j階層裡的個數、

對於i ≥ 2, Bij代表剩下未在需求集的i階交互項落入第j階層裡的個數, 其不同階層在

不同等級交互項之個數主要在衡量處理效應與區塊效應混同的情況以及處理效應估計

精確度, 我們以表4.1來呈現符號。

當實驗為部份因子設計時, 在 minimum N-aberration中的Nj(需求集的效應與j階

交互項互為別名的個數) 中出現的效應, 有可能落入不同階層中, 令Cjl為在第l層中

需求集裡的效應與j階交互項互為別名的個數, 故Nj可拆解成Cjk、Cjk−1、. . .、Cj1, 亦

即Nj = Cjk + Cjk−1 + · · ·+ Cj1, 其中Nj主要衡量處理效應互為別名, Cjl衡量處理

效應互為別名、 處理效應與區塊效應混同以及處理效應估計精確度。

4.2.2 準則

在實驗個數一樣, 在允許區塊結構、 設計鍵可變動情況下, 對於固定定義對比, 我們期

望所發展之準則能將越低階效應落入特徵值越小的個數越多, 因此我們所發展的準則

僅須考量處理效應與區塊效應混同以及處理效應估計精確度。 當固定在估計i階交互項

時, 在處理效應估計精確度方面, 我們希望將該組效應落入特徵值越小的個數越多, 因

此依序將

Bik, Bik−1, . . . , Bi1 (4.1)

最大化; 當固定在第j階層時, 在處理效應與區塊效應混同方面, 我們期望將越低階效
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應落入之個數越多, 故依序將

B1j, B2j, . . . , Bmj (4.2)

最大化。 同時考量處理效應與區塊效應混同以及處理效應估計精確度, 在4.1式的情

況下, 其是將表4.1依序由左到右將Bij最大化, 在4.2式的情況下, 其是將表4.1依序

由下到上將Bij最大化, 綜合兩種最大化, 我們可得知須先將B1k最大化, 其次再依序

將 (B1k−1,B2k)、 (B1k−2, B2k−1, B3k). . . ,(Bm−1,1, Bm2), Bm1 最大化, 但由於希望

將重要程度較大之處理效應盡量落到特徵值越小階層, 故先將B1k−1最大化、 其次再

對B2k最大化, 其後面的向量也以相同方式建構。 因此在定義對比與實驗個數固定下,

而區塊結構及設計鍵可改變下, 選取好的設計鍵之準則為依序將

B1k, B1k−1, B2k, B1k−2, B2k−1, B3k, . . . , Bm1 (4.3)

最大化, 我們將其準則稱之為精度準則 (efficiency criterion)。

當實驗個數一樣, 在區塊結構、 定義對比與設計鍵可變動情況下, 此時須考量處理

效應互為別名、 處理效應與區塊效應混同以及處理效應估計精確度, 若考量處理效應

與區塊效應混同以及處理效應估計精確度, 我們須使用精度準則, 對於處理效應互為別

名的情況, 我們使用 minimum N-aberration準則, 利用字長綜合4.3式與 minimum

N-aberration準則之結合發展出一套準則。 在考量處理效應互為別名的情況下, 我們

利用 minimum N-aberration準則來選取一個好的部份因子設計, 由於該準則適用於

沒有區塊結構的情形, 故其特徵值相當於在有區塊結構裡特徵值最小值, 其值以ev表

示; 又Nj代表著除了可以估計需求集外, 其需求集裡的效應還會與未在需求集的j階

交互項互為別名, 因此Nj以

R tt . . . t︸ ︷︷ ︸
j

ev

表示, 例如N2以Rttev表示。 在考量處理效應與區塊效應混同以及處理效應估計精確

度的情況下, 其準則為依序將4.3式最大化,第1至k−1層之特徵值分別以eU1、eU2 . . .、eUk−1
表

示, 而B1j(需求集落到第j層的個數) 以ReUj
表示、Bij以

tt . . . t︸ ︷︷ ︸
i

eUj

表示, 因此由4.3式可得知

Rev À ReUk−1
À ttev À ReUk−2

À tteUk−1
À tttev À ReUk−3

À . . . À tt . . . t︸ ︷︷ ︸
m

eU1
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其中À的含意與2.3.2節中相似。 考量處理效應互為別名的情況, 其準則須先將N2最

小化, 故先考慮N2並將其排入4.3式。 N2=Rttev且Rev À Rttev À tttev, 由於在部

分因子設計裡, 為了估計剩下不在需求集裡的2階交互項, 所以我們希望先將需求集裡

的效應盡量不與剩下其他2階交互項互為別名, 故

Rttev À ttev; (4.4)

為了盡量先將需求集的效應精確度提升, 因此

ReUk−1
À Rttev, (4.5)

綜合4.4與4.5式可得知

Rev À ReUk−1
À RtteV , (4.6)

故依序將B1k, B1k−1最大化,N2最小化。 將N2最小化後, 還須考慮需求集裡與2階交

互項互為別名之效應希望落在越高階階層, 故將C2k,C2k−1,. . .,C21最大化。 其餘, 也

以相同方式建構, 可得知當區塊結構、 定義對比以及設計鍵變動時, 我們將該準則稱為

精度 minimum N-aberration, 其準則內容如下:

依序將B1k, B1k−1最大化,N2最小化,C2k, C2k−1 . . . , C21, B2k, B1k−2, B2k−1最大化,

N3 最小化, C3k, C3k−1, . . . , C31, B3k, B1k−3, B2k−2, B3k−1最大化,N4最小化. . .。
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我們推廣 Franklin 與 Bailey(1977) 提出的一套演算法來得到合格的定義對比子群

以建構部份因子設計。 因為區塊出現巢狀結構會使得估計效應之精確度不盡相同, 一

般而言, 實驗者希望需求集裡的效應能越精確地被估計, 故我們在此發展的演算法可

達到此目的。 更精確地說, 我們先針對允許區塊結構改變的情形, 發展演算法, 使得

利用該演算法便能得到讓需求集裡的所有效應落在特徵值最小階層裡之設計鍵; 另外,

我們還針對區塊結構不可改變的情況, 發展出另一套演算法, 使得利用該演算法可得

到需求集裡的效應能盡量落在精確度較高階層裡之設計鍵。

5.1 允許區塊結構改變

當區塊結構可改變的情形下, 我們發展兩套演算法, 使得利用此演算法便能得到讓需求

集裡所有效應落到特徵值最小階層之設計鍵。 其該兩套演算法分別為-搜尋表與分群方

式, 其介紹如下:

5.1.1 搜尋表法

在部分因子設計裡, 為了估計實驗者已指定的需求集, Franklin與 Bailey(1977) 指

出需求集及需求集裡任兩個效應之交乘項皆為不合格的定義對比。 然而在具有區塊結

構的實驗下, 實驗者除了要估計需求集裡所有的效應外, 還希望能讓需求集裡所有效

應落到特徵值最小的階層。 在這種情況下, 某些區塊效應將不能成為需求集裡處理效

應之區塊效應, 我們將其稱為不合格區塊效應 (ineligible plot effect)。 由於需求集裡

的效應必須落入特徵值最小的階層, 故需求集裡處理效應與非特徵值最小階層區塊效
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應之交乘項皆為不合格區塊效應。 以區塊結構為2/8(X/Y )、 處理結構為5個2水準因

子為例, 若需求集為

{A,B,C,D,E,AB,AC,AD,AE,BC,BD,BE},

則不合格區塊效應為

{XA,XB,XC, . . . , XE,XAB,XAC, . . . , XBE}, (5.1)

由於該區塊結構為2/8(X/Y ), 其階層數共有2層, 故非特徵值最小階層僅在第1層,

又因為第1層n1 = 2, 故第1層虛假因子僅有X, 因此X為非特徵值最小階層的區塊效

應。

在無區塊結構且處理結構為部份因子設計情況下, 為了讓需求集裡所有效應皆可

估計, 可以利用 Franklin 與 Bailey(1977) 所提出演算法找出定義對比子群。 在有區

塊結構下, 我們推廣類似的概念, 提出一套可估計需求集裡所有效應, 且讓其皆落入特

徵值最小階層之演算法, 其程序如下:

步驟0: 依照第4章4.1節所提出區塊結構順序, 並由劣到優的順序改變區塊結構, 且

其順序只考量增加nk的個數, 若其順序最優的區塊結構仍然無法將需求集裡所

有效應落入, 則將n1 · · ·nk增加為2n1 · · ·nk。

步驟1: 當特徵值最小階層的自由度小於需求集裡效應的個數, 回到步驟0。

步驟2: 找出不合格集合, 不合格定義集合定義如下。 若處理結構為完全因子設計, 則

不合格集合僅有不合格區塊效應; 若處理結構為部份因子設計, 則不合格集合包

含了不合格定義對比與不合格區塊效應。

步驟3: 建構一個表格, 稱之為搜尋表 (search table), 列為因子Aj, 行為特徵值最小

階層的區塊效應Pi, 每一個格 (cell) 為行的元素與列的元素相乘PiAj。

步驟4:(搜尋設計鍵) j = 1, D(j) = PiAj。

步驟5:(下一行) j ↼ j + 1; i(j) ↼ 0。

步驟6: i(j) ↼ i(j) + 1。
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步驟7:(檢查是否為合格) 檢查D(1)D(j), . . . , D(j−1)D(j), D(1)D(2)D(j), . . . ,

D(j − 2)D(j − 1)D(j), . . . , D(1) · · ·D(j)是否合格, 若存在某幾個元素相乘

落入不合格集合, 則回到步驟6, 若i(j)等於最後一層的自由度且仍然存在某幾

個元素相乘落入不合格集合, 回到步驟4, 倘若所有組合的設計鍵仍然存在某幾

個元素相乘落入不合格集合, 回到步驟0改變區塊結構, 若任幾個元素相乘不落

入不合格集合, 則到步驟8。

步驟8: 若j < m, 則回到步驟5。 若j = m, 則找到一組設計鍵可讓需求集裡所有的

效應落入特徵值最小階層。

例子5.1: 假設區塊結構為2/4/2、 處理結構為2水準5因子, 需求集為

{A, B,C,D,E,AB,AC,AD,AE},

由於該區塊結構最後一層自由度為8(=2×4×(2−1)) 小於需求集的效應個數, 所以依

照第4章4.1節所提出之區塊結構的順序, 我們將區塊結構由2/4/2改變為2/2/4(X/Y/Z),

此時區塊結構為2/2/4之自由度為12(=2× 2× (4− 1)) 大於需求集效應的個數。 因

該處理結構為部份因子設計, 所以不合格集合包含了不合格區塊效應與不合格定義對

比。 由於非特徵值最小之區塊效應為X,Y,XY , 故不合格區塊效應為需求集裡處理效

應與非特徵值最小階層區塊效應之交乘項, 因此該集合為

{XA, Y A,XY A,XB, Y B,XY B, . . . , XAE, Y AE,XY AE},

而由 Franklin 與 Bailey(1977) 所提出不合格定義對比得知該需求集不合格定義對

比為所有主效應及2階交互項、ABC,ABD,ABE,ACD,ACE,ADE, 其建構的搜

尋表5.1, 其中行為5個處理因子, 而列為特徵值最小之區塊效應, 且其最後一層區塊

效應為有關於Z1, Z2, Z1Z2的效應, 每一格為行的元素與列的元素相乘, 比如在格為

(3,1), 因第3列最後一層的區塊效應為Z1Z2、 第一行的處理因子為A, 故其 (3,1) 格

應為Z1Z2A。

第一行先選Z1A, 第二行若選Z1B會造成某交乘項Z1AZ1B = AB屬於不合格定

義對比, 因此往第二行的下一個元素-Z2B, 而Z2B與Z1A的交乘項為Z1Z2AB, 其屬

於合格集合, 故第二行可選擇Z2B。第三行若選Z1C,Z2C與Z1Z2C, 其與Z1A、Z2B中

某幾個交乘項會落在不合格定義對比,而我們若選擇XZ1C, 因XZ1CZ1A = XAC屬
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表 5.1: 搜尋表

最後一層區塊效應 A B C D E
Z1 Z1A Z1B Z1C Z1D Z1E
Z2 Z2A Z2B Z2C Z2D Z2E
Z1Z2 Z1Z2A Z1Z2B Z1Z2C Z1Z2D Z1Z2E
XZ1 XZ1A XZ1B XZ1C XZ1D XZ1E
XZ2 XZ2A XZ2B XZ2C XZ2D XZ2E
XZ1Z2 XZ1Z2A XZ1Z2B XZ1Z2C XZ1Z2D XZ1Z2E
Y Z1 Y Z1A Y Z1B Y Z1C Y Z1D Y Z1E
Y Z2 Y Z2A Y Z2B Y Z2C Y Z2D Y Z2E
Y Z1Z2 Y Z1Z2A Y Z1Z2B Y Z1Z2C Y Z1Z2D Y Z1Z2E
XY Z1 XY Z1A XY Z1B XY Z1C XY Z1D XY Z1E
XY Z2 XY Z2A XY Z2B XY Z2C XY Z2D XY Z2E
XY Z1Z2 XY Z1Z2A XY Z1Z2B XY Z1Z2C XY Z1Z2D XY Z1Z2E

表 5.2: 不同階層所落入的處裡效應
階層 自由度 處理效應

S1 1 BC
S2 2 BD,CD
S3 12 A,B,C,D,E,AB,AC,AD,AE,ABC,ABD,BCD

於不合格區塊效應, 因此往下一個元素搜尋,XZ2C與Z1A、Z2B中任幾個的交乘項屬

於合格集合, 故第三行選擇XZ2C。第四行若選Z1D,Z2D,Z1Z2D,XZ2D,XZ1Z2D,

其會與Z1A,Z2B,XZ1C中某幾個的交乘項落在不合格定義對比,而若選XZ1D,Y Z1D,

其與Z1A的交乘項會屬於不合格區塊效應, 直到Y Z2D與Z1A、Z2B、XZ2C中任幾個

的交乘項屬於合格集合, 同理第五行直到XY Z2E屬於合格集合。 故設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = XZ2, D = Y Z2, E = XY Z2,

其定義對比為I = BCDE,

各階層所落入的效應如表5.2。 我們由表5.2可注意到需求集皆落入特徵值最小階

層, 而特徵值最小階層除了需求集之效應外, 尚有ABC,ABD,BCD落入。 以上所得
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僅為一組合格的設計鍵, 若欲搜尋其他不同設計鍵, 可由我們所提出演算法步驟4再往

下搜尋。

5.1.2 分群法

若實驗者希望需求集裡所有的效應落到特徵值最小的階層, 則在搜尋設計鍵時, 我們可

利用需求集找第k層限制型態之方式來加速搜尋。 處理結構為完全因子設計, 只要p ≤
nk − 1時, 必定會存在設計鍵使得需求集裡的效應落到特徵值最小階層。 在此先假

設區塊結構為2β1/2β2/ · · · /2βk(U1/U2/ · · · /Uk−1/V )、 處理結構為m個2水準的因

子, 當我們得到第k層最小限制型態後, 便可利用定理4寫出第k層最佳限制型態, 其中

第k層最佳限制型態有nk − 1群 (nk = 2βk), 且假設每一個群體裡有ai個因子, 亦即

其限制型態為

{{A1,1, . . . , A1,a1}, . . . , {Ank−1,1, . . . , Ank−1,ank−1}},

且
∑i=nk−1

i=1 ai = m。 可得到其中一組設計鍵如下: 由於nk = 2βk , 所以我們將βk個因

子設計鍵設為Ai1 = Vi, i = 1, . . . , βk, 其餘m − βk個因子, 其設計鍵必須包含U的

部份, 若令Aij = UijVi, i = 1, . . . , βk, j = 2, . . . , ai, 以及Aij = UijVi, i = βk +

1, . . . , 2βk − 1, j = 1, . . . , ai, 且該m個因子設計鍵中混同區塊效應U, V 的部分滿足

下列的式子:

(i) Vi 6= Vj 1 ≤ i ≤ nk − 1

(ii) Uij 6= Ulk , UijUlk 6= Urs. . .

(iii) Vi 6= I, Uij 6= I

滿足 (i)(ii)(iii) 時, 其所找到的設計鍵可將需求集裡所有的效應落入特徵值最小階層

裡。

倘若處理結構為部份因子設計, 在此介紹一個部份因子設計之因子可分為兩群, 該

兩群為基礎因子 (basic factor) 與額外因子 (added factor), 其中若部分因子設計

投影到基礎因子則形成完全因子設計, 而額外因子可由基礎因子構成定義對比來生成。

我們先找出基礎因子之設計鍵, 其次再利用基礎因子構成定義對比來找額外因子之設

計鍵。 在找出基礎因子之設計鍵時, 我們可利用需求集來找出出現頻率較高的因子為
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基礎因子, 若需求集裡因子出現頻率相近, 則任找m∗ =
∑i=k

i=1 βi個因子為基礎因子,

其中在需求集裡僅由m∗個基礎因子的效應所形成的集合, 我們稱之為基礎需求集。 剩

下m−m∗額外因子, 我們在搜尋其設計鍵的過程中,須先定義額外因子之不合格第k層

區塊效應, 若需求集為所有m個主效應及某些2階交互項, 則有關某一個額外因子在需

求集裡的2階交互項, 其非該額外因子之因子混同區塊效應中V 的部份為額外因子之

不合格第k層區塊成分, 舉例來說, 若需求集為

{A1, . . . , Am, A1Ai, A2Ai, AiAj},

且假設A1, A2為基礎因子、Ai, Aj為額外因子,若A1 = U1V1, A2 = U2V2, 則Ai中Vi的

不合格第k層區塊成分為{V1, V2, Vj}。 其設計部分因子之設計程序如下:

步驟0: 由原始需求集寫出第k層最小限制型態, 由第k層最小限制型態之群體數判斷

是否p ≤ nk − 1。 若p > nk − 1時, 依據區塊結構的順序改變區塊結構並增

加nk的個數。

步驟1: 找出m∗個基礎因子並寫下基礎需求集, 利用基礎需求集找出第k層最佳限制

型態後, 使用分群法寫出基礎因子的設計鍵。

步驟2: 利用步驟1所得到基礎因子的設計鍵, 寫下會落在特徵值最小階層, 且不在需

求集的基礎因子所構成的效應與其對應的區塊效應。

步驟3: 寫下額外因子之不合格第k層區塊成分, 並利用原始需求集得知第k層最小限

制型態, 使用定理4得到合格定義對比。

步驟4: 將額外因子指派到會落在特徵值最小階層且不在需求集基礎因子構成的效應,

其中額外因子設計鍵第k層區塊成分不能指派到不合格第k層區塊成分。 且額外

因子指派到不在需求集裡且落到第k層的效應, 其所造成定義對比須是合格定義

對比。 若無法找出合格設計鍵, 回到步驟1, 改變區塊結構。

例子5.2: 假設區塊結構為2/4/2、 處理結構為5個2水準因子, 需求集為

{A,B,C,D,E,AB,AC,AD,AE}.
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由需求集得知第k層最小限制型態之群體數為2群, 其結構為{{A}, {B,C,D,E}},
由於p > nk−1, 故依據區塊結構的順序並增加nk, 其改變後的區塊結構為2/2/4(X/Y/Z)。

因為2× 2× 4 = 24 = 25−1, 所以該設計有4個基礎因子及1個額外因子, 在需求集的

效應裡A出現頻率最高, 故選A當基礎因子, 其餘因子出現頻率相似, 在此選B,C,D當

基礎因子、E當額外因子。 有關基礎因子A,B,C,D在需求集裡的效應為

{A,B,C,D,AB,AC,AD},

此為基礎需求集。 在此基礎需求集上應用定理4可得第k層最佳限制型態為{{A}, {B}, {C,D}},
由於n3 = 4 = 22, 所以從第k層最佳限制型態中選A = Z1, B = Z2; 而C =

UcZ1Z2, D = UdZ1Z2, 在Uc 6= Ud且Uc, Ud 6= I的情況下, 我們可得能讓基礎需求

集落入特徵值最小階層的一組基礎因子設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = XZ1Z2, D = Y Z1Z2.

利用定理1得知不在需求集並落入最小階層的效應為

BC = XZ1, BD = Y Z1, ACD = XY Z1, BCD = XY Z2, ABCD = XY Z1Z2,

由於額外因子E僅與基礎因子A所形成2階交互項屬於需求集, 且因A因子混同區塊效

應為Z1, 故E的不合格第k層區塊成份為{Z1}, 亦即E不能指派到其區塊效應包含Z1的

基礎因子效應, 即BC,BD,ACD, 亦即E只能指派到BCD,ABCD。 利用原始需求

集之第k層最小限制型態得知合格定義對比為

BCD,BCE,CDE,BDE,BCDE,ABCD,ACDE,ABCE,ABCDE,

因BCDE,ABCDE皆屬於合格定義對比, 故E = BCD = XY Z2或E = ABCD =

XY Z1Z2皆可讓需求集裡所有的效應落入特徵值最小階層。若選E = BCD = XY Z2,

我們可得知該設計的設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = XZ1Z2, D = Y Z1Z2, E = XY Z2,

其定義對比為I = BCDE, 各階層所落的效應如表5.3。若選E = ABCD = XY Z1Z2,

我們可得知該設計的設計鍵為

A = Z1, B = Z2, C = XZ1Z2, D = Y Z1Z2, E = XY Z1Z2,

其定義對比為I = ABCDE, 各階層所落的效應如表5.4。
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表 5.3: 不同階層所落入的處裡效應
階層 自由度 處理效應

S1 1 ABC
S2 2 ABD,CD
S3 12 A,B,C,D,E,AB,AC,AD,AE,BC,BD,ACD

表 5.4: 不同階層所落入的處裡效應
階層 自由度 處理效應

S1 1 DE
S2 2 CE,CD
S3 12 A,B,C,D,E,AB,AC,AD,AE,BC,BD,BE

5.1.3 兩種搜尋方法優缺點

不論是利用搜尋表法或是使用分群法都可找到能讓需求集的效應落到特徵值最小階層

的設計, 此兩種方法皆可得到所有合格的設計, 但分群法會比搜尋表法較快速搜尋到依

精準 minimum N-aberration準則的較佳設計鍵。 以例子5.1及例子5.2而言, 若定義

對比皆為I = BCDE情況下, 利用例子5.1-搜尋表所得到設計鍵, 落在第1層與第2

層的效應皆為2階交互項 (BC,BD,CD); 然而利用分群方式所得到設計鍵, 落在第

1層與第2層的效應僅有1個2階交互項 (CD)。若利用第4章4.2節精準準則來比較來

比較這兩個設計, 由於需求集裡所有效應皆落到特徵值最小階層且定義對比皆為I =

BCDE, 故B1k = 9, B1k−1 = 0。 然而搜尋表法所得到的第一個設計B2k = 0, 而分

群法所得到的第一個設計B2k = 2, 故依照精準準則得知後者所得設計優於前者。 其

次, 若允許定義對比可變動的情況下, 例子5.2使用分群方式可得到的設計B2k = 3,

因此, 利用分群方式所搜尋的設計鍵比搜尋表所得到設計鍵較快速得到較佳的設計鍵。

在另一方面, 搜尋表法可適用的區塊結構不僅只有巢狀區塊結構, 對於交叉區塊結

構 (crossing plot structure) 或是巢狀與交叉混合的區塊結構也適用。 但是搜尋表法

在搜尋過程對於所產生設計鍵須檢查是否屬於不合格集合, 所以搜尋表在搜尋過程較

為複雜, 搜尋時間也較長。 而利用分群方式所得到設計鍵只適用於區塊結構為巢狀區

塊結構; 在搜尋過程由於可直接得到完全因子設計的設計鍵, 故比搜尋表少搜尋一部

分的因子設計鍵, 因此搜尋時間較搜尋表短。 利用搜尋表與分群方式所搜尋的設計鍵
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表 5.5: 搜尋表法與分群法比較

搜尋表法 分群法

適用區塊結構 巢狀或交叉區塊結構 巢狀區塊結構

搜尋時間 (過程) 較長 較短

所得設計鍵與 無關聯 有關聯

精準 minimum N-aberration 準則的關係

之結果比較如表5.5。

5.2 區塊結構不變

在前一節中, 不論在搜尋表法或分群法所搜尋的設計鍵是建立在允許區塊結構可改變

的情況下, 利用該演算法找出可讓需求集裡所有的效應落到特徵值最小階層之設計鍵。

然而由於在搜尋表或分群法所得到的設計鍵並無法直接找到依照精度 minimum N-

aberration準則最佳的設計, 在本節中, 我們在成本、 時間或其他因素之限制致使區塊

結構不允許改變的情況下, 依照精度 minimum N-aberration準則, 提出一套可直接

獲得最佳設計鍵之演算法。

5.2.1 程序-限制型態法

我們利用指定不同的效應落入不同的階層, 並依各階層該落入的效應集合所形成的限

制型態來選取設計鍵。 其詳細的演算步驟如下:

步驟0: 由需求集得知第k層最小限制型態, 並由其所得到群體數判斷需求集裡的所有

效應是否能落到特徵值最小階層, 亦即判斷p ≤ nk − 1。

步驟1(第k層): 若p ≤ nk−1, 使用定理4得到第k層最佳限制型態;若p > nk−1, 使

用定理5得到第k層最佳限制型態。 若處理結構為部份因子設計時, 檢查需求集

中的效應落入第k層的個數是否大於第k層自由度, 當該個數比自由度多時, 依照

定理5方式選取下一個限制型態; 當該個數等於或小於自由度時, 依照所得第k層

限制型態安排每一個群體的第k層區塊成份, 因此我們可得到每個因子設計鍵中

第k層區塊成份。
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步驟2(第k − 1層): 將剩下未落入第k層的效應寫出, 並由未落入第k層的需求集效應

寫出第k − 1層限制型態, 若有足夠自由度時, 將未落入第k層的剩下2階交互

項效應寫出第k − 1層限制型態, 並綜合上述的第k − 1層限制型態寫出所有可

能的限制型態。 在眾多限制型態中選出可將B3k−1, B4k−1, . . . , Bmk−1的值最大

化, 即可得知第k − 1層限制型態。 若處理結構為部份因子設計時, 檢查未落入

第k層的需求集裡的效應落入第k − 1層的個數是否大於第k − 1層自由度, 當該

個數比自由度多時, 依照定理5方式選取下一個限制型態; 當該個數等於或小於

自由度時, 依照所得第k − 1層限制型態安排每一個群體的第k − 1層區塊成份,

因此我們可得到每個因子設計鍵中第k − 1層區塊成份。

步驟3(N2最小化): 利用 Franklin 與 Bailey(1977) 提出的搜尋表找出合格的定義

對比子群。 找出合格定義對比子群後, 計算N2且找出最小的N2, 刪除不能估計

在步驟1及步驟2的第k層及第k−1層效應的最小N2定義對比子群。 檢查步驟1

及步驟2所得到第k層及第k − 1層區塊成份是否形成最小N2之合格定義對比子

群, 若無法形成最小N2的合格定義對比子群, 則回到步驟1及步驟2修改第k層

及第k − 1層區塊成份, 倘若修改第k層及第k − 1層區塊成份仍然無法形成最

小N2的合格定義對比子群, 則回到步驟1改限制型態。 其次將造成N2 6= 0之需

求集裡的效應寫出, 觀察該效應是否落入第k層或第k − 1層, 若該效應未落入

第k層或第k − 1層, 則利用其效應寫出第k − 2層限制型態及區塊成份的安排。

步驟4(第k − j層): j = 2, 將剩下未落入的效應寫出, 若仍然有需求集及2階交互

項未落入第k − j + 1後階層時, 由需求集、 剩下2階交互項未落入的效應寫出

第k−j層限制型態, 且在j = 2結合步驟3所寫出的第k−2層限制型態及區塊成

份的安排, 在j > 2結合步驟5所寫出的第k− j − 1層限制型態及區塊成份的安

排。 其次再從眾多限制型態中選出可將B3k−j, B4k−j, . . . , Bmk−j最大化。 若處

理結構為部分因子設計時, 須檢查第k − j層限制型態可將需求集裡剩下未落入

的效應落入第k−j層的個數是否大於第k−j層自由度。若該個數大於第k−j層

自由度時, 則利用定理5方式選取下一個限制型態。 當該個數等於或小於自由度

時, 依照所得第k − j層限制型態安排每一個群體的第k − j層區塊成份, 因此我

們可得到每個因子設計鍵中第k − j層區塊成份。

步驟5(Nj+1最小化): 由步驟3所得到最小N2的合格定義對比子群中, 計算Nj+1並找
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出最小的Nj+1, 刪除不能估計在步驟4中落入第k − j層效應的最小Nj+1定義

對比子群。 檢查步驟4所得到第k − j層區塊成份是否形成最小的Nj+1之合格

定義對比子群, 若無法形成最小Nj+1的合格定義對比子群, 則回到步驟4修改

第k − j層區塊成份, 倘若修改第k − j層區塊成份仍然無法形成最小Nj+1的合

格定義對比子群, 則回到步驟4改限制型態。 其次將造成Nj+1 6= 0之需求集裡

的效應寫出, 並由其效應寫出第k − j − 1層限制型態及區塊成份的安排。

步驟6: 令j = j + 1, 回到步驟4, 直到j = k − 1即可得到最佳設計鍵。

定義對比已事先決定時 (例如處理結構為完全因子設計), 則上述步驟3與步驟5可忽

略, 此時該演算法得到即為區塊結構不變下依照精度準則的最佳設計鍵。

5.2.2 過程合理化

在區塊結構為n1/n2/ · · · /nk−1/nk(U1/U2/ · · · /Uk−1/V ) 及處理結構有m個2水準

因子時, 每個因子的設計鍵可寫為Ai = U1iU2i · · ·Uk−1iVki, 由設計鍵形式得知其每

一層區塊成份的選取與別層區塊成份的選取無關。

依照精度 minimum N-aberration 準則得知該準則先將B1k最大化, 由於每一層

區塊成份的安排是無關的, 故第k層限制型態須依序將

B1k, B2k, . . . , Bmk

最大化, 若處理結構為部份因子設計且第k層自由度小於需求集落入第k層的個數時,

代表需求集裡的效應會互為別名, 因此會造成需求集裡某些效應無法估計, 故我們須

合併某些群體, 且其合併方式依照定理5方式得到另一個限制型態。 當我們得到需求集

落入第k層的個數不大於第k層自由度之最佳限制型態時, 將其每一個群體安排第k層

區塊成份。 精準 minimum N-aberration準則中其次是將B1k−1最大化, 因每一層區

塊成份的安排是無關的, 故對第k − 1層限制型態須依序將

B1k−1, B2k−1, . . . , Bmk−1

最大化, 同理, 在處理結構為部分因子設計情況且第k − 1層自由度小於需求集落入

第k − 1層的個數時, 代表需求集裡的效應會互為別名, 因此會造成需求集裡某些效

應無法估計, 故我們須合併某些群體, 且其合併方式依照定理5方式得到另一個限制型
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態。 當我們得到需求集落入第k − 1層的個數不大於第k − 1層自由度之最佳限制型態

時, 將其每一個群體安排第k − 1層區塊成份。

依照精度 minimum N-aberration 準則, 接下來是將N2最小化, 所以我們先計

算每一組合格定義對比子群的N2, 再找最小N2。 再依序對C2k, C2k−1, . . . C21最大化,

因第k層及第k − 1層限制型態固定, 故將造成N2 6= 0之需求集裡的效應寫出, 若其效

應不落入第k層及第k − 1層, 利用其效應寫出第k − 2層限制型態及區塊成份的安排。

同理, 對第k − j層限制型態可依序將B1k−j, B2k−j, . . . , Bmk−j最大化, Nj+1最小化

後, 再將需求集與j+1交互項互為別名的效應依序最大化, j從2開始直到j = k−1停

止分群。

5.2.3 例子

以下我們舉兩個例子來說明, 在處理結構為完全因子設計及部分因子設計的情況下, 如

何應用該程序得到最佳的設計鍵。

例子5.3(完全因子設計): 當區塊結構為2/4/4/2(W/X/Y/Z) 以及處理結構為6

個2水準的因子, 需求集為

{A,B,C,D,E, F,AB,AC,AD,AE,AF,BD,BE,BF,CD,CE,CF }.

步驟0: 利用需求集得知第k層最小限制型態為{{A}, {B,C}, {D,E, F}}, 其群

體數p = 3, 因p > nk − 1, 故該區塊結構無法讓需求集裡所有效應落入最後一層。

步驟1(第4層): 因p > nk − 1, 利用定理5得知第4層最佳型態為

{{A,B,C}, {D,E, F}},

並將{A,B,C}第4層區塊成份分配為I 、{D,E, F}第4層區塊成份分配為Z。

步驟2(第3層): 因為{A,B,C}的第4層區塊成份為I, 故需求集的效應未能落入

特徵值最小的階層有

{A, B,C,AB,AC},

利用此集合我們可將{A,B,C}分群, 其可分成{{A}, {B,C}}或是分成{{A}, {B}, {C}}。

由於主效應A,B,C屬於需求集且為了將A,B,C落入第3層, 故A,B,C第3層區塊成

份不能指派到I。 因為第3層包含I有4個區塊成份, 且希望將未在需求集的2階交互
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表 5.6: 不同效應落入不同階層的個數
S1 S2 S3 S4

需求集合 0 0 5 10
2階交互項 0 0 4 2
3階交互項 0 4 6 10
4階交互項 1 2 6 6
5階交互項 0 0 3 3
6階交互項 0 0 0 1

項BC,DE,DF,EF落入第3層, 所以第3層限制型態可分成

{{A,D}, {B,E}, {C,F}}, {{A, F}, {B,D}, {C,E}}, . . . , {{F}, {A,D}, {B,E}, {C}},

我們希望從眾多個第3層限制型態能依序將B33, B43, B53最大化, 但這些第3層限制

型態的B33, B43, B53個數皆一樣, 因此我們可從這些限制型態任選一個, 若第3層限

制型態選{{F}, {A,D}, {B,E}, {C}}, 將{F}第3層區塊成份分配為I、{A,D}第3

層區塊成份分配為Y1 、{B,E}第3層區塊成份分配為Y2, 以及{C}第3層區塊成份分配

為Y1Y2。

步驟3(第2層): 剩下尚未安排至第3、4層的3階交互項及4階交互項有

{ABC,ADF,BEF,CDE,ABDE,BCDF,ACEF},

利用此集合可得到第2層限制型態可為

{{A,B,C}, {D,E, F}}, {{A,E}, {B,D}, {C,F}}, {{A, B,D}, {C,E, F}} . . . ,

然而這些第2層限制型態的B32, B42個數皆一樣,若第2層限制型態選{{A,B,D}, {C,E, F}},
則將{A,B,D}第2層區塊成份分配為X1 、{C,E, F}第2層區塊成份分配為X2。

步驟4(第1層): 剩下1個4階交互項BCDF , 故第1層限制型態可為{{A,B}, {C,D, F}},
並將{A,B}第1層區塊成份分配為I 、{C,D, F}第1層區塊成份分配到W 。

由步驟1到步驟4得知6個因子的設計鍵為

A = X1Y1, B = X2Y2, C = WX1X2Y1Y2, D = WX2Y1Z,E = X1Y2Z, F = WX1X2Z.

各層所落的效應個數如表5.6。
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例子5.4(部分因子設計): 在例子5.2中, 區塊結構為2/4/2(X/Y/Z)、 處理結構

為5個2水準因子, 需求集為

{A, B,C,D,E,AB,AC,AD,AE},

由需求集得知第3層最小限制型態為{{A}, {B,C,D,E}}, 因p > nk − 1, 所以目前

區塊結構無法將需求集裡所有的效應落入特徵值最小的階層裡。 由定理5得知第3層最

佳限制型態為{{A}, {B,C,D,E}}且有一個群體需分配到I, {A}第3層區塊成份分

配到I及{B,C,D,E}第3層區塊成份分配到Z, 可將B1k最大化, 而需求集裡落入第3

層的效應為B,C,D,E,AB,AC,AD,AE, 亦即B1k = 8等於第3層自由度 (8=2×
4 × (2 − 1))。

其次, 我們希望將B12, B22, . . .最大化, 因第2層自由度為6(=2×(4-1)), 且需求

集裡未落入第3層僅有A效應, 故B12 = 1, B22 = 5(= 6 − 1), 因此第2層限制型態

可為

{{A,B}, {C,D}, {E}}, {{A, C}, {B,D}, {E}}, . . . ,

若我們選{{A,C}, {B,D}, {E}}為第2層限制型態, 且將{A,C}第2層區塊成份分

配到Y1 、{B,D}第2層區塊成份分配到Y2 及{E}第2層區塊成份分配到Y1Y2。 由於第

3層最小限制型態具唯一性, 因此由定理6得知合格定義對比為

BCD,BCE,CDE,BDE,BCDE,ABCD,ACDE,ABCE,ABCDE,

然而BCDE,ABCDE的N2 = 0,而BCDE會有2階交互項彼此互為別名, 故B22 <

5, 因此不選BCDE為定義對比。 我們選ABCDE, 但第2層限制型態中區塊成份安

排無法得到ABCDE的定義對比, 故修改第2層限制型態的區塊成份, 將{A,C}第
2層區塊成份分配到Y1 、{B,D}第2層區塊成份分配到Y2 及{E}第2層區塊成份分配

到I。 第1層自由度為1, 我們只能將B21 = 1放入第1層,

又在第3層及第2層限制型態得知BD未落入第3層及第2層, 故我們將BD放入第

1層, 其第1層限制型態為

{{B}, {A,C,D,E}},

將{B}第1層區塊成份分配到I、{A,C,D,E}第1層區塊成份分配到X, 且第1層限制

型態中區塊成份安排可得到ABCDE的定義對比。 故該組設計鍵為

A = XY1, B = Y2Z,C = XY1Z,D = XY2Z,E = XZ,
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表 5.7: 不同階層所落入的處理效應
階層 自由度 處理效應

S1 1 BD
S2 6 A,BC,BE,CD,CE,DE
S3 8 B,C,D,E,AB,AC,AD,AE

各階層所落的效應如表5.7。
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當實驗裡有區塊結構時, 其各階層估計效應的精確度不盡相同, 一般而言, 實驗者希望

能精確估計實驗者所指定的需求集, 因此我們的研究重點主要在尋找能精確估計需求

集裡效應的設計鍵。 本文假設在區塊結構為n1/ · · · /nk且n1, . . . , nk皆為2的冪次方、

處理結構為m個2水準因子, 且假設需求集為所有主效應及某些2階交互項, 其所得到

結果如下:

1. 評判設計鍵可否將需求集裡所有效應落到特徵值最小階層

利用第3章所描述兩種分群結構-第k層分群型態及第k層限制型態, 若第k層最

小限制型態包含在第k層分群型態裡, 則該組設計鍵可讓需求集裡所有效應落到

特徵值最小階層。

2. 對於給定的區塊結構, 評判是否存在設計鍵讓需求集裡所有效應皆落到特徵值

最小階層

利用第3章的其中一種分群結構-第k層最小限制型態, 第k層最小限制型態之群

體數p與區塊結構裡最後一層的個數nk, 若滿足p ≤ nk − 1的關係, 則目前區塊

結構即可存在讓需求集裡所有效應皆落到特徵值最小階層的設計鍵。

3. 最佳的第k層限制型態

當存在許多第k層限制型態皆能讓需求集裡所有效應落到最後一層時, 為了讓

更多不在需求集中的2階交互項落入特徵值最小階層, 其第k層最佳限制型態的

群體數應為nk − 1群且每個群體群內個數應相似。 若第k層最小限制型態不滿
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足p ≤ nk − 1時, 則我們須將原本p群合併成nk群, 且儘量讓每個群體群內個數

相似。

4. 區塊結構的優劣

當n1n2 · · ·nk固定時, 對於不同區塊結構於各階層估計處理效應不盡相同, 為了

增加估計效應精確度的個數, 本文在第4章提出了越底層自由度越大的區塊結構

越優。

5. 評判設計鍵準則

當n1n2 · · ·nk固定, 在處理結構、 區塊結構、設計鍵可變動的情況下, 我們在第4

章發展了精準 minimum N-aberration準則, 其內容為依序將B1k, B1k−1最大

化,N2最小化,C2k, C2k−1 . . . , C21, B2k, B1k−2, B2k−1最大化,N3最小化, C3k

, C3k−1, . . . , C31, B3k, B1k−3, B2k−2, B3k−1最大化,N4最小化. . .。

6. 搜尋設計鍵

在允許區塊結構可改變情況下, 我們提出演算法來搜尋讓需求集裡所有效應落

到特徵值最小階層的設計鍵, 其搜尋此類設計鍵的方法有兩種-搜尋表法與分群

法。 若以搜尋的時間來考量, 分群法搜尋時間較短且能得到較佳的設計鍵。 在不

允許區塊結構改變情況下, 利用評判設計鍵準則搜尋最佳的設計鍵, 搜尋程序由

每一層所希望落入的效應得到每一層的限制型態, 其限制型態先從最底層寫起。

本篇論文所發展的演算法與 Franklin與 Bailey(1977) 所發展的演算法最大差異

在於本論文考慮了需求集裡效應有不同的估計精確度的問題。 另一方面, 對於評判設

計的優劣, Ke 與 Tang(2003) 提出 minimum N-abberation來評判無區塊結構之

可估計需求集定義對比子群, 而本文提出精準 minimum N-aberration 準則來評判

有區塊結構的設計鍵, 且在n1n2 · · ·nk固定下, 排列不同區塊結構的優劣。 在最佳設計

方面, Franklin與 Bailey(1977) 所發展的演算法僅能估計需求集, 對於最佳設計, 需

先得知所有能估計需求集的設計, 其次再利用 Ke 與 Tang(2003) 所提出 minimum

N-abberation 得到最佳設計, 本文為了減少搜尋時間, 發展一套可直接得到最佳設計

鍵的演算法。
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