
附 錄

A.1 (n, p, q)-設計與 (n, n − p, n − 1 − q)-設計對稱於

A = n−1
2

定理 A.1. 若將 (n, p, q)-設計對 A = n−1
2

鏡射可得 (n, n − p, n − 1 − q)-設計。

證明 A.1. 假設 (A1, B1), (A2, B2) 為 (n, p, q)-設計中任意不同的兩點, 故可得下列

兩公式

A1 + pB1 = nK1 + q (A.1)

A2 + pB2 = nK2 + q (A.2)

首先我們將 (A1, B1) 對 A = n−1
2

鏡射代入 (n, n − p, q∗)-設計可得 (A.3) 式,

(A2, B2) 對 A = n−1
2

鏡射代入 (n, n − p, q∗∗)-設計可得 (A.4) 式

(n − 1 − A1) + (n − p)B1 = nL1 + q∗ (A.3)

(n − 1 − A2) + (n − p)B2 = nL2 + q∗∗ (A.4)

由 (A.3)式可知

q∗ = (n − 1 − (A1 + pB1)) + n(B1 − L1) (A.5)
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將 (A.5) 式與 (A.3) 式同除與 n 可知, q∗ = n − 1 − q。 接著只需證 q∗∗ = n − 1 − q

即得證。 由 (A.1)、(A.2) 式可知

q = A1 + pB1 − nK1 = A2 + pB2 − nK2 (A.6)

將 A2 改寫為下式

A2 = A1 − (pB2 − nK2 − pB1 + nK1)

於是

q∗∗ = (n − 1 − A2) + (n − p)B2 − nL2

= (n − 1 − A1 + (pB2 − nK2 − pB1 + nK1)) + (n − p)B2 − nL2

= (n − 1 − (A1 + pB1)) + n(B2 + K1 − K2 − L2)

= (n − 1 − q) ¥

A.2 (n, p, q)-設計與 (n, p
′
, q

′
)-設計對稱於 A = B

由 (3.1) 式可知

A + pB = q (mod n) (A.7)

將 (A.7) 式等號兩邊皆乘上 p
′
, 可得

p
′ · A + p · p′

B = p
′ · q (mod n) (A.8)

由 (A.8) 式可知, 若限制 p · p′
= 1, 在對 A = B 鏡射可得

A + p
′
B = p

′
q (mod n) (A.9)

即對應 (n, p
′
, q

′
)-設計。
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A.3 標準線斜率為正, 標準線與 a、b 關係之推導

當標準線斜率為正時的情況: 我們將標準線之方程式表示如下:

aA − bB = n · k + q,

其中 k ∈ Z; q = 0, · · · , n − 1 。 移項可得

aA = n · k + q + bB。

因為 A ∈ {0, · · · , n − 1}, 故

0 ≤ n · k + q + bB ≤ a(n − 1)。

因 B ∈ {0, · · · , n − 1}, 可得知

−b(n − 1) ≤ n · k + q ≤ a(n − 1)。 (A.10)

每一個滿足 (A.10) 式的 k 值, 即對應到一條標準線, 故滿足 (3.3) 式的 k 值個數便

是通過建模區間的標準線個數。 並且當 a(n− 1) + b(n− 1), 即 a + b 越大, 則標準線

將越多。 因為

−b(n − 1) − q

n
≤ k ≤ (a)(n − 1) − q

n
(A.11)

由 (A.11) 式可知共有 ([ (a+b)(n−1)−q
n

] + 1) 個 k, 所以將會有 (a + b) 或 (a + b − 1)

條標準線。 由此推導我們一樣可得 2 個結論

1 a + b 越大代表標準線越多

2 會有 a + b 或者 a + b − 1 條標準線線, 隨著餘數不同而有變化
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A.4 水準數奇數時, 滿足線性效應彼此間且其與二次效應

正交性之推導

若要使得線性效應 rl 隨著極軸改變時皆維持與 θlu 之間的正交性, 須滿足

n∑
k=1

rlkθluk
= 0, ∀u = θl(k)

, k = 1, 2, · · · , n

以下我們將一一討論當 u 為最小的 θl = θl(1) 至 最大的 θl = θl(n)
的情形。

• 當 u = θl(1) ,
n∑

k=1

rlkθluk
=

n∑
k=1

rlkθl(k)
= 0

• 當 u = θl(2) ,
n∑

k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1)) + C) + rl2(θl(2) + D) + rl3(θl(3) + D) +

· · · rln(θl(n)
+ D)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ Crl1 + D(rl2 + rl3 + · · · + rln)

= (C − D)rl1

• 當 u = θl(3) ,
n∑

k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1) + C) + rl2(θl(2) + C) + rl3(θl(3) + D) +

· · · rln(θl(n)
+ D)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ C(rl1 + rl2) + D(rl3 + · · · + rln)

= (C − D)(rl1 + rl2)

• 當 u = θl(4) ,
n∑

k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1) +C)+rl2(θl(2) +C)+rl3(θl(3) +C)+rl4(θl(4) +

D) + · · · rln(θl(n)
+ D)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+C(rl1 +rl2 +rl3)+D(rl4 +rl5 +· · ·+rln)

= (C − D)(rl1 + rl2 + rl3)
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依比類推, 可得

• 當 u = θl
(
(n+1)

2 )
,

n∑
k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1) +A)+ rl2(θl(2) +A)+ rl3(θl(3) +A)+ · · ·

+ rl (n−1)
2

(θl
(
(n−1)

2 )
+ A) + rl (n+1)

2

(θ
l(

(n+1)
2

) + B) +

· · · + rln(θl(n)
+ B)

=
n∑

k=1

rlkθ(lk) + B(rln + rln−1 + · · · + rl (n+1)
2

) +

A(rl (n−1)
2

+ · · · + rl1)

= (B − A)(rln + rln−1 + · · · + rl (n+1)
2

)

• 當 u = θl(n−1)
,

n∑
k=1

rlkθluk
= rln(θl(n)

+ B) + rln−1(θl(n−1)
+ B) + rln−2(θl(n−2)

+

A) + · · · + rl1(θl(1) + A)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ B(rln + rln−1) + A(rln−2 + · · · + rl1)

= (B − A)(rln + rln−1)

• 當 u = θl(n)
,

n∑
k=1

rlkθluk
= rln(θl(n)

+ B) + rln−1(θl(n−1)
+ A) + rln−2(θl(n−2)

+

A) + · · · + rl1(θl(1) + A)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ B(rln) + A(rln−1 + rln−2 + · · · + rl1)

= (B − A)(rln)

由以上推導, 故可得

• 當 u = θl(j) , j = 1, · · · , n−1
2

時,

n∑
k=1

rlkθluk
= (C − D)

j−1∑
k=1

rlk
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• 當 u = θl(j) , j = n+1
2

, · · · , n 時,

n∑
k=1

rlkθluk
= (B − A)

n∑
k=j

rlk

為了滿足更高次項 (r 二次, θ 一次) 的正交性, 即滿足

n∑
k=1

rqk
θluk

= 0

我們將一一討論 u 為 θl(1) 至 θl(n)
的情形。

• 當 u = θl(1) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

= 0

• 當 u = θl(2) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) + C) + rq2(θl(2) + D) + rq3(θl(3) + D) +

· · · rqn(θ(n) + D)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+ Crq1 + D(rq2 + rq3 + · · · + rqn)

= (C − D)rq1

• 當 u = θl(3) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) + C) + rq2(θl(2) + C) + rq3(θl(3) + D) +

· · · rqn(θl(n)
+ D)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+ C(rq1 + rq2) + D(rq3 + · · · + rqn)

= (C − D)(rq1 + rq2)

• 當 u = θl(4) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) + C) + rq2(θl(2) + C) + rq3(θl(3) + C) +

rq4(θl(4) + D) + · · · + rqn(θl(n)
+ D)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+C(rq1+rq2+rq3)+D(rq4+rq5+· · ·+rqn)
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= (C − D)(rq1 + rq2 + rq3)

...

• 當 u = θl
(
(n+1)

2 )
,

n∑
k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) +A)+rq2(θl(2) +A)+rq3(θl(3) +A)+ · · ·

+ rq (n−1)
2

(θl
(
(n−1)

2 )
+ A) + rq (n+1)

2

(θl
(
(n+1)

2 )
+ B) +

· · · + rqn(θl(n)
+ B)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+ B(rqn + rqn−1 + · · · + rq (n+1)
2

) +

A(rq (n−1)
2

+ · · · + rq1)

= (B − A)(rqn + rqn−1 + · · · + rq (n+1)
2

) = (A −

B)(rq1 + rq2 + rq (n−1)
2

)

• 當 u = θl(n−1)
,

n∑
k=1

rqk
θluk

= rqn(θl(n)
+ B) + rqn−1(θl(n−1)

+ B) + rqn−2(θl(n−2)
+

A) + · · · + rq1(θl(1) + A)

=
n∑

k=1

rqi
θl(k)

+ B(rqn + rqn−1) + A(rqn−2 + · · · + r1)

= (B − A)(rqn + rqn−1) = (A − B)(rq1 + rq2)

• 當 u = θl(n)
,

n∑
k=1

rqk
θluk

= rqn(θl(n)
+ B) + rqn−1(θl(n−1)

+ A) + rqn−2(θl(n−2)
+

A) + · · · + rq1(θl(1) + A)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+ B(rqn) + A(rqn−1 + rqn−2 + · · · + rq1)

= (B − A)(rqn) = (A − B)(rq1)

由以上推導, 故可得
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• 當 u = θl(j) , j = 1, · · · , n−1
2

時,

n∑
k=1

rqk
θluk

= (C − D)

j−1∑
k=1

rqk

• 當 u = θl(j) , j = n+1
2

, · · · , n 時,

n∑
k=1

rqk
θluk

= (B − A)
n∑

k=j

rqk

所以當
n∑

k=1

rqk
θluk

= 0, ∀u , 必需滿足以下式子:

(C − D)rq1 = 0 ⇒ rq1 = 0

(C − D)(rq1 + rq2) = 0 ⇒ rq1 + rq2 = 0

(C − D)(rq1 + rq2 + rq3) = 0 ⇒ rq1 + rq2 + rq3 = 0

...

(B − A)(rqn + rqn−1 + · · · + rq (n+1)
2

) = 0 ⇒ rqn + rqn−1 + rqn−2 + · · · + rq (n+1)
2

= 0

...

(B − A)(rqn + rqn−1 + rqn−2) = 0 ⇒ rqn + rqn−1 + rqn−2 = 0

(B − A)(rqn + rqn−1) = 0 ⇒ rqn + rqn−1 = 0

(B − A)(rqn) = 0 ⇒ rqn = 0

即必須要 rq1 = rq2 = rq3 = rq4 = · · · = rqn = 0。 因此
n∑

k=1

rqk
θluk

= 0, ∀u, 是不可行

的所以我們再將條件放寬為

n∑
k=1

rqk
θluk

≈ 0

則改變限制為下式

rq1 ≈ 0

rq1 + rq2 ≈ 0

rq1 + rq2 + rq3 ≈ 0
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...

rq1 + rq2 + rq3 + · · · + r (n−3)
2

+ r (n−1)
2

≈ 0

rqn + rqn−1 + rqn−2 + · · · + rq (n+1)
2

≈ 0

...

rqn + rqn−1 + rqn−2 ≈ 0

rqn + rqn−1 ≈ 0

rqn ≈ 0

我們將逐次控制這些限制式, 作為挑選實驗點的方法, 步驟請參照本文。
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A.5 水準數偶數時, 滿足線性效應彼此間且其與二次效應

正交性之推導

為了方便計算, 我們將 f2 由簡便的符號表示:

A′ = (n − 1) − u + 2

B′ = −(n − 1) − u

C ′ = (n − 1) + |u| + 2

D′ = −(n − 1) + |u|

因此 f1 可重新表示為

f1(θl) =



θli + A′, if u ≥ 0 and θli < u

θli + B′, if θli ≥ u ≥ 0

θli + C ′, if θli < u < 0

θli + D′, if u < 0 and θli ≥ u

另外 A′, B′, C ′, D′ 間存在以下關係, A′−B′ = 2n 且 B′−A′ = −2n, C ′−D′ = 2n。

若要滿足主效應 rl 隨著極軸改變的 θlu 之間的正交性, 須滿足。

n∑
k=1

rlkθluk
= 0, ∀u = θl(k)

, k = 1, 2, · · · , n

以下我們將一一討論當 u 為最小的 θl = θl(1) 至最大的 θl = θl(n)
的情形。

• 當 u = θl(1) ,
n∑

k=1

rlkθluk
=

n∑
k=1

rlkθl(k)
= 0

• 當 u = θl(2) ,
n∑

k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1)) + C ′) + rl2(θl(2) + D′) + rl3(θl(3) + D′) +

· · · rln(θl(n)
+ D′)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ C ′rl1 + D′(rl2 + rl3 + · · · + rln)

= (C ′ − D′)rl1
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• 當 u = θl(3) ,
n∑

k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1) + C ′) + rl2(θl(2) + C ′) + rl3(θl(3) + D′) +

· · · rln(θl(n)
+ D′)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ C ′(rl1 + rl2) + D′(rl3 + · · · + rln)

= (C ′ − D′)(rl1 + rl2)

• 當 u = θl(4) ,
n∑

k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1) + C ′) + rl2(θl(2) + C ′) + rl3(θl(3) + C ′) +

rl4(θl(4) + D′) + · · · rln(θl(n)
+ D′)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+C ′(rl1+rl2+rl3)+D′(rl4+rl5+· · ·+rln)

= (C ′ − D′)(rl1 + rl2 + rl3)

• 當 u = θl
(
(n)
2 )

,
n∑

k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1) +C ′)+ rl2(θl(2) +C ′)+ rl3(θl(3) +C ′)+ · · ·

+rl (n)
2

(θl
(
(n)
2 )

+D′)+rl (n+2)
2

(θ
l(

(n+2)
2

)+D′)+· · ·+

rln(θl(n)
+ D′)

=
n∑

k=1

rlkθ(lk) +C ′(rl1 +rl2 + · · ·+rl (n−2)
2

)+D′(rl (n)
2

+

· · · + rln)

= (C ′ − D′)(rl1 + rl2 + · · · + rl (n−2)
2

)

依比類推, 可得

• 當 u = θl
(
(n+2)

2 )
,

n∑
k=1

rlkθluk
= rl1(θl(1) +A′)+rl2(θl(2) +A′)+rl3(θl(3) +A′)+ · · ·

+rl (n)
2

(θl
(
(n)
2 )

+A)+rl (n+2)
2

(θ
l(

(n+2)
2

)+B′)+ · · ·+

rln(θl(n)
+ B′)

=
n∑

k=1

rlkθ(lk)+B′(rln+rln−1+· · ·+rl (n)
2

)+A′(rl (n−1)
2

+

· · · + rl1)

= (B′ − A′)(rln + rln−1 + · · · + rl (n)
2

)

• 當 u = θl(n−1)
,

n∑
k=1

rlkθluk
= rln(θl(n)

+ B′) + rln−1(θl(n−1)
+ B′) + rln−2(θl(n−2)

+

A′) + · · · + rl1(θl(1) + A′)

65



=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ B′(rln + rln−1) + A′(rln−2 + · · · + rl1)

= (B′ − A′)(rln + rln−1)

• 當 u = θl(n)
,

n∑
k=1

rlkθluk
= rln(θl(n)

+ B′) + rln−1(θl(n−1)
+ A′) + rln−2(θl(n−2)

+

A′) + · · · + rl1(θl(1) + A′)

=
n∑

k=1

rlkθl(k)
+ B′(rln) + A′(rln−1 + rln−2 + · · · + rl1)

= (B′ − A′)(rln)

由以上推導, 故可得

• 當 u = θl(j) , j = 1, · · · , n
2

時,

n∑
k=1

rlkθluk
= (C ′ − D′)

j−1∑
k=1

rlk

• 當 u = θl(j) , j = n
2
, · · · , n 時,

n∑
k=1

rlkθluk
= (B′ − A′)

n∑
k=j

rlk

為了滿足更高次項的正交性, 即滿足

n∑
k=1

rqk
θluk

= 0

我們將一一討論 u 為 θl(1) 至 θl(n)
的情形。

• 當 u = θl(1) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

= 0

• 當 u = θl(2) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) + C ′) + rq2(θl(2) + D′) + rq3(θl(3) + D′) +

· · · rqn(θ(n) + D′)
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=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+ C ′rq1 + D′(rq2 + rq3 + · · · + rqn)

= (C ′ − D′)rq1

• 當 u = θl(3) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) + C ′) + rq2(θl(2) + C ′) + rq3(θl(3) + D′) +

· · · rqn(θl(n)
+ D′)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+ C ′(rq1 + rq2) + D′(rq3 + · · · + rqn)

= (C ′ − D′)(rq1 + rq2)

• 當 u = θl(4) ,
n∑

k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) + C ′) + rq2(θl(2) + C ′) + rq3(θl(3) + C ′) +

rq4(θl(4) + D′) + · · · + rqn(θl(n)
+ D′)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+C(rq1+rq2+rq3)+D(rq4+rq5+· · ·+rqn)

= (C ′ − D′)(rq1 + rq2 + rq3)

依比類推, 可得

• 當 u = θl
(
(n)
2 )

,
n∑

k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) +C ′)+rq2(θl(2) +C ′)+rq3(θl(3) +C ′)+ · · ·

+ rq (n)
2

(θl
(
(n)
2 )

+ D′) + rq (n+2)
2

(θ
l(

(n+2)
2

) + D′) +

· · · + rqn(θl(n)
+ D′)

=
n∑

k=1

rqk
θ(lk)+C ′(rq1+rq2+· · ·+rq (n−2)

2

)+D′(rq (n)
2

+

· · · + rqn)

= (C ′ − D′)(rq1 + rq2 + · · · + rq (n−2)
2

)

• 當 u = θl
(
(n+2)

2 )
,

n∑
k=1

rqk
θluk

= rq1(θl(1) +A′)+rq2(θl(2) +A′)+rq3(θl(3) +A′)+· · ·

+ rq (n−2)
2

(θl
(
(n−1)

2 )
+A′)+ rq (n+2)

2

(θl
(
(n+1)

2 )
+B′)+

· · · + rqn(θl(n)
+ B′)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+B′(rqn+rqn−1+· · ·+rq (n)
2

)+A′(rq (n−2)
2

+

· · · + rq1)
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= (B′ − A′)(rqn + rqn−1 + · · · + rq (n)
2

)

• 當 u = θl(n−1)
,

n∑
k=1

rqk
θluk

= rqn(θl(n)
+B′)+rqn−1(θl(n−1)

+B′)+rqn−2(θl(n−2)
+

A′) + · · · + rq1(θl(1) + A′)

=
n∑

k=1

rqi
θl(k)

+ B′(rqn + rqn−1) + A′(rqn−2 + · · ·+ rq1)

= (B′ − A′)(rqn + rqn−1)

• 當 u = θl(n)
,

n∑
k=1

rqk
θluk

= rqn(θl(n)
+ B′) + rqn−1(θl(n−1)

+ A′) + rqn−2(θl(n−2)
+

A′) + · · · + rq1(θl(1) + A′)

=
n∑

k=1

rqk
θl(k)

+ B′(rqn) + A′(rqn−1 + rqn−2 + · · ·+ rq1)

= (B′ − A′)(rqn)

由以上推導, 故可得

• 當 u = θl(j) , j = 1, · · · , n
2

時,

n∑
k=1

rqk
θluk

= (C ′ − D′)

j−1∑
k=1

rqk

• 當 u = θl(j) , j = n
2
, · · · , n 時,

n∑
k=1

rqk
θluk

= (B′ − A′)
n∑

k=j

rqk

所以當
n∑

k=1

rqk
θluk

= 0, ∀u , 必需滿足以下式子:

(C ′ − D′)rq1 = 0 ⇒ rq1 = 0

(C ′ − D′)(rq1 + rq2) = 0 ⇒ rq1 + rq2 = 0

(C ′ − D′)(rq1 + rq2 + rq3) = 0 ⇒ rq1 + rq2 + rq3 = 0

...

(B′ − A′)(rqn + rqn−1 + · · · + rq (n)
2

) = 0 ⇒ rqn + rqn−1 + rqn−2 + · · · + rq (n)
2

= 0

...
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(B′ − A′)(rqn + rqn−1 + rqn−2) = 0 ⇒ rqn + rqn−1 + rqn−2 = 0

(B′ − A′)(rqn + rqn−1) = 0 ⇒ rqn + rqn−1 = 0

(B′ − A′)(rqn) = 0 ⇒ rqn = 0

即必須要 rq1 = rq2 = rq3 = rq4 = · · · = rqn = 0。 因此
n∑

i=1

rqk
θluk

= 0, ∀u, 是不可行

的所以我們再將條件放寬為

n∑
i=1

rqk
θluk

≈ 0

則改變限制為下式

rq1 ≈ 0

rq1 + rq2 ≈ 0

rq1 + rq2 + rq3 ≈ 0

...

rq1 + rq2 + rq3 + · · · + r (n−4)
2

+ r (n−2)
2

≈ 0

rqn + rqn−1 + rqn−2 + · · · + rq (n)
2

≈ 0

...

rqn + rqn−1 + rqn−2 ≈ 0

rqn + rqn−1 ≈ 0

rqn ≈ 0

我們將逐步控制限制式, 作為挑選實驗點的方法。 步驟同奇數的水準數, 請參照本文。
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