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摘要

在迴歸模型中, 反應變數形式除了常見的一個值之外,還有可能會是一個區間。 我們稱

前者為單一反應變數, 後者為區間反應變數。 在單一反應變數的情形下, 不論在線性

模型亦或非線性模型, 都已經有了相當多的研究結果, 像是參數估計、 反應值的預測、

模型選取等等。 而當反應值為區間反應變數時, 處理的方式不外乎是將之視為兩個單

一反應變數, 然後各自處理。 但如此並未考慮到區間的特性, 有可能喪失區間特有的資

訊。 以模型選取為例, 在單一反應變數中有不少準則供我們使用, 像是Cp、PRESS等

等。 對區間反應變數做模型選取時, 如果將區間的上下界, 或是區間中心與區間長度

這些一一對應的量各自建立迴歸模型後, 再各自利用Cp或PRESS等準則來做模型

選取, 則會忽略了區間特有的資訊, 而可能產生不恰當的結論。 本文在決策理論的架

構下, 研究當反應變數為區間時 ,該如何做模型選取以及區間預測才是最適當的。

關鍵字: 區間反應變數, 模型選取, 決策理論, 貝氏預測函數, 區間預測。
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第 1 章

緒論與文獻回顧

在迴歸模型中, 反應變數形式除了常見的一個值之外,還有可能會是一個區間, 我

們稱前者為單一反應變數 (single response), 後者為區間反應變數 (interval re-

sponse)。 在單一反應變數的情形下, 不論是在線性模型亦或非線性模型, 都已經有

了相當多的研究結果, 像是參數估計、 反應值的預測、 模型選取等等。 而反應值為區

間的實驗較不常見, 在Li et al. (2001)的論文中談到了一個焊接實驗, 此實驗的目

的在找出合適的電流強度以產生良好的焊接點, 此時的電流強度範圍就是一個區間。

然而電流強度太低會使得焊接點無法產生, 而電流強度太高會使焊接點產生噴濺(ex-

pulsion), 此現象可由圖1.1來展示。 圖1.1展示了電流強度變化的情形, 由該圖可看

到當其他因子設定固定時, 隨著焊接時間長短的不同, 合適的電流強度範圍也不一樣,

因而可以找到兩條曲線, 將焊接時間與電流強度形成的二維平面分成 『不足以產生焊

接點』、『良好的焊接點』 與 『焊接點噴濺』 這三個區域。 由於生產良好的焊接點是我

們所希望的, 因此找出合適的電流強度區間就是一個很重要的步驟。 然而受限於經費、

資源等限制, 不可能把每種因子設定下合適的電流區間都找出來, 故對電流區間與因

子效應來建立模型, 以及對未實驗過的電流區間做預測是必要的。 在這種情形下, 很

自然的我們便需處理區間反應變數的數據。

在Li et al. (2001)中的作法是對區間中點與ln(區間半長) 分別建立線性迴歸模

型, 再將之視為兩個單一反應變數來作分析。 但如此並未考慮到區間的特性, 有可能

喪失區間特有的資訊。 以模型選取為例, 在單一反應變數中有不少準則供我們使用, 像

是Cp、PRESS(predicted sum of square) 等等。 對區間反應變數做模型選取時往

往是將區間的上下界, 或是區間中心與區間長度這些一一對應的量來各自建立迴歸模

1



圖 1.1: 電流強度區間

型後, 再各自利用Cp或PRESS等準則來做模型選取。 但如此會忽略了區間特有的資

訊, 而可能產生不恰當的結論。

本文在決策理論的架構下, 研究當反應變數為區間時 ,該如何做模型選取以及區間

預測才是最適當的。 使用決策理論是因我們將區間之間的差異視為一種損失的概念,

這恰好與該理論中的損失函數 (loss function) 相符。 且若我們能對一般的損失函數

發展出模型選取與區間預測的方法的話, 則在不同的實驗要求下, 只需套用符合該目

的的損失函數即可。 下段文獻回顧的部分, 介紹了針對單一反應變數的模型選取準則,

以及矩陣 t 分配 (matrix t distribution) 的定義與一些性質。 接著在第2章提出了

三種用來描述區間反應變數的模型。 第3章探討在第2章的第一種模型假設之下, 該

如何做區間預測以及模型選取。 第4章將我們定義的兩種區間距離函數套用在第3章

的結果上。第5章用了Li et al. (2001)中的一個實驗數據來比較本文提出的方法與之

前的作法。 第6章是結論。

在Gelfand and Ghosh (1998)的文章中提到單一反應變數值之下, 如何利用決策

理論的概念做貝氏模型選取。若該實驗在因子水準組合(level combination) 為x1, x2, ..., xn(xj為

一向量) 下各獲得實驗值yx1
, yx2

, ..., yxn
, 令ψj(xk)表示在因子設定xk下第j個效應,

2



如主效應、 二階交互作用等等。 則此數據的模型可表示為:
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其中
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|β, σ2 ∼ Nn(0, σ2In), β =



















β0
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...

βp



















∼ Np+1(µβ,Σβ),

In 為n× n的單位矩陣。 此處Σβ只須為正半定矩陣 (positive semidefinite matrix)

即可。 該篇文章定義了如下的損失函數

L(yrep,j, aj ; yxj
) = (aj − yrep,j)

2 + k(aj − yxj
)2, k ≥ 0.

yxj
為xj這個因子設定下得到的觀測值,yrep,j為未來再做一次相同的實驗得到的觀測

值, aj是xj下反應變數的預測值。 比較特別的是該篇作者將L(yrep,j, aj; yxj
)定義成

(aj − yrep,j)
2 + k(aj − yxj

)2,

由於yrep,j是未來做實驗才會得到的觀測值, 故此時尚未有數據, 因此(aj − yrep,j)
2可

看成用aj預測yrep,j 的差異。而yxj
是已經觀測到的數據, 因此(aj−yxj

)2可看成用aj擬

和yxj
的程度。 也就是將損失函數定為 『預測』 和 『擬和』 這兩個部分的和, 並用k來

呈現兩著的重要性。

Gelfand and Ghosh (1998)也提到當Σ−1
β ≈ 0,

yrep|yobs ≈ Nn(X(X ′X)−1X ′yobs, (In +X(X ′X)−1X ′)σ2),

其中

yrep =

(

yrep,1 yrep,2 · · · yrep,n

)′

yobs =

(

yx1
yx2

· · · yxn

)′
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在如此的假設下就可以推導出模型選取的準則為:

找一子模型使得SSE + σ2(n+ p+ 1)達到最小。

接著我們將一個在後續推導上會用到的分配, 矩陣t 分配, 的定義與兩個重要的定理,

陳述如下:

定義 1. 一隨機矩陣T (p×m)服從矩陣t分配tp×m(M,Σ,Ω, ν), 若且為若該機率密

度函數為

Γp[
1
2
(n+m+ p− 1)]

π
1

2
mpΓp[

1
2
(n + p− 1)]

det(Σ)−
1

2
mdet(Ω)−

1

2
pdet(Ip + Σ−1(T −M)Ω−1(T −M)′)−

1

2
(n+m+p−1)

其中T ∈ Rp×m,M ∈ Rp×m,Ω(m×m)和Σ(p× p)為正定矩陣,Ip為p× p的單位矩

陣。

定理 1. 若T ∼ tp×m(M,Σ,Ω, ν), 則

E(T ) = M

Cov(vec(T )) =
1

ν − 2
Σ ⊗ Ω.

其中⊗是 Kronecker 乘積。

定理 2. 當ν → ∞時,

tp×m(M,Σ,Ω, ν) → Npm(vec(M),Σ ⊗ Ω).

更詳細的介紹可以參考Gupta and Nagar (2000)。
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第 2 章

統計建模

實驗會得到數據, 而數據可視為由其背後某個隨機變數所產生的。 是隨機變數就

可以用機率模型來描述它。 本章將討論針對區間反應變數的幾種可行的統計模型。

在一區間反應變數的實驗中, 得到的數據會是區間的端點。 對於在因子的水準組

合為x(x為一向量) 下作實驗獲得的區間, 我們可用

Ix = [ux, vx]

來代表它, 其中ux是該區間之下界, 而vx為其上界, 故ux < vx。 這時建模常用的做法

是分別對ux、vx各自建立線性迴歸模型, 即

ux = Ψ(x)β + ǫ

vx = Ψ(x)γ + ǫ
(2.1)

Ψ(x)表示因子設定在x下各種因子效應(effect) 所形成的向量。若總共有p個效應, 並

以ψj(x)表示第j個效應, 如主效應、 二階交互作用等等, 則

Ψ(x) =

(

1 ψ1(x) ψ2(x) . . . ψp(x).

)

不過這種做法可能會產生作區間預測時下界比上界大, 即ûx > v̂x的不合理情形。

為了避免這種情況, 我們有幾種做法可以考慮。 第一種是在 (2.1) 式的模型中加

入ux < vx的限制式, 這樣所得到的ûx就不會超過v̂x。 但如此會增加參數估計的複雜

度, 造成計算上的困難。 第二種做法則是注意到一個區間除了可用上下端點來描述之

5



外, 也可以用區間中心點和區間長度來描述, 並且它們是一對一的函數變換。 故可令

cx =
ux + vx

2
, cx ∈ R

lx =
vx − ux

2
, lx ∈ R+.

轉換完後, 再針對cx和lx各別建立線性迴歸模型。這時我們會發現ûx > v̂x取決於l̂x是

否大於0。 因此還需要對lx的模型作一點調整。 一種可行的做法是將lx模型中E(lx)參

數的部分改為非線性的指數函數, 另一種則是對lx取自然對數, 即zx = ln(lx), 得到

cx =
ux + vx

2
, cx ∈ R

zx = ln(
vx − ux

2
), zx ∈ R. (2.2)

再針對cx和zx各別建立線性迴歸模型。這些做法各有優缺點, 會在下節詳細說明。

2.1 模型一

在穩健參數設計 (robust parameter design) 中, 有一種建模方式是分別對相同

的因子設定下獲得之反應值的平均數和 ln(變異數) 來建立模型。 將變異數取對數的

原因有很多, 其中最主要的就是對數函數可將一個恆正的數映至整個實數軸上, 這時

若對 ln(變異數) 建立線性迴歸模型, 則變異數的預測值必定恆正。關於其他的原因可

參見Wu and Hamada (2000)。

由於區間長度必定大於0, 其角色與穩健參數設計中的變異數有類似之處, 因此這

裡可用類似的方式, 模仿穩健參數設計中的建模方式, 以區間中心cx、 區間半長lx來取

代平均數、 變異數的角色來建立模型。

令區間反應變數 Ix =

(

cx zx

)

,cx表示區間中心值,zx表示ln(lx), 並假設兩

者獨立地服從二元常態, 則我們可以建立以下的迴歸模型:






cx

zx






∼ N2













µc,x

µz,x






,







σ2
c 0

0 σ2
z













其中

µc,x = E(cx) = β0 +

p
∑

j=1

βjψj(x), V ar(cx) = σ2
c
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µz,x = E(zx) = γ0 +

p
∑

j=1

γjψj(x), V ar(zx) = σ2
z

而σ2
c和σ2

z為固定常數, 不隨著x變動, 且在µc,x和µz,x中各有p+1個參數。若該實驗在

因子設定為x1, x2, ..., xn下各獲得區間實驗值(cx1
, zx1

), (cx2
, zx2

), ..., (cxn
, zxn

), 則

此數據的模型可表示為:



















cx1
zx1

cx2
zx2

...
...

cxn
zxn



















=



















β0 +
∑p

j=1 β1jψj(x1) γ0 +
∑p

j=1 γ1jψj(x1)

β0 +
∑p

j=1 β2jψj(x2) γ0 +
∑p

j=1 γ2jψj(x2)

...
...

β0 +
∑p

j=1 βnjψj(xn) γ0 +
∑p

j=1 γnjψj(xn)



















+



















ǫc,1 ǫz,1

ǫc,2 ǫz,2

...
...

ǫc,n ǫz,n



















,

其中

(

ǫc,1 . . . ǫc,n ǫz,1 . . . ǫz,n

)′
∼ N2n






0,







σ2
cIn 0

0 σ2
zIn












.

In 為n×n的單位矩陣。這樣的模型由於背後的機率分配為常態分佈, 在推導的過程上

有很多好的性質可以運用, 而且不必擔心預測出來的區間長度會有小於0的情形。 缺

點則是在兩區間損失函數的計算上比較麻煩,關於此點第5章會有介紹。

2.2 模型二

使用第一個模型在計算兩區間的損失函數上會比較複雜, 就是因為區間反應變數

長度的部分為對數的形式。 因此在第二個模型中, 我們讓中心值的部分仍維持模型一

的假設, 但長度的部分直接採用區間半長, 而非其自然對數之轉換。 但為了讓預測的

區間恆正, 我們把區間半長中期望值的結構轉為指數函數的形式。

令區間反應變數 Ix =

(

cx lx

)

,cx表示區間中心值,lx表示區間半長值, 並假

設兩者獨立地服從二元常態, 則我們可以建立以下的迴歸模型:







cx

lx






∼ N2













µc,x

µl,x






,







σ2
c 0

0 σ2
l












,
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其中

µcx
= E(cx) = β0 +

p
∑

j=1

βjψj(x), V ar(cx) = σ2
c

µlx = E(lx) = γ0 + exp(

p
∑

j=1

γjψj(x)), V ar(zx) = σ2
l

而σ2
c和σ2

l 為固定常數, 不隨著x變動, 且在µc,x和µl,x中各有p+ 1個參數。若該實驗在

因子設定為x1, x2, ..., xn下各獲得區間實驗值(cx1
, lx1

), (cx2
, lx2

), ..., (cxn
, lxn

), 則此

數據的模型可表示為:



















cx1
lx1

cx2
lx2

...
...

cxn
lxn



















=



















β0 +
∑p

j=1 β1jψj(x1) exp(γ0 +
∑p

j=1 γ1jψj(x1))

β0 +
∑p

j=1 β2jψj(x2) exp(γ0 +
∑p

j=1 γ2jψj(x2))

...
...

β0 +
∑p

j=1 βnjψj(xn) exp(γ0 +
∑p

j=1 γnjψj(xn))



















+



















ǫc,1 ǫl,1

ǫc,2 ǫl,2

...
...

ǫc,n ǫl,n



















,

其中

(

ǫc,1 . . . ǫc,n ǫl,1 . . . ǫl,n

)′
∼ N2n






0,







σ2
c In 0

0 σ2
l In












.

Dn 為n× n的單位矩陣。 這樣的模型由於背後的機率分配為常態分佈, 在推導的過程

上有很多好的性質可以運用, 且在損失函數上推導出來的形式較簡單。 缺點則是此模

型為了讓預測出來的區間長度恆正,µl,x的部分為一非線性函數, 因此在計算上增加不

少困難度。

2.3 模型三

模型三對區間反應變數的假設更一般化, 其作了以下兩假設:

1.令Rx與Sx為在因子設定x之下, 兩獨立服從N(µx, σ
2
x)的隨機變數。

2.由於max(Rx, Sx) > min(Rx, Sx), 故取區間的上界為vx = max(Rx, Sx), 下界

為ux = min(Rx, Sx)。
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在此假設下,ux和vx的聯合機率分配為:

fux,vx
(u, v) =

1

πσ2
exp(− 1

2σ2
((u− µx)

2 + (v − µx)
2)),−∞ < u < v <∞.

此時若透過 (2.2) 式之轉換可得

ux = cx − lx

vx = cx + lx

⇒ |J | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

det







∂ux

∂cx

∂ux

∂lx

∂vx

∂cx

∂vx

∂lx







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

det







1 −1

1 1







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2。

因此cx與lx的聯合機率分配為:

fcx,lx(s, t) =
2

πσ2
x

exp(− 1

2σ2
x

((s− t− µx)
2 + (s+ t− µx)

2)), s ∈ R, t ∈ R+.

由於

(s− t− µx)
2 + (s+ t− µx)

2) = 2(s− µx)
2 + 2t2,

故可化簡為:

fcx,lx(s, t) =
2

πσ2
x

exp(− 1

σ2
x

((s− µx)
2 + t2)), s ∈ R, t ∈ R+.

由上可看出cx和lx為互相獨立的隨機變數, 故cx的密度函數為:

fcx
(s) =

1

σx

√
π
exp(− 1

σ2
x

(s− µx)
2), s ∈ R.

因此區間中心cx服從常態分配N(µx,
σ2

x

2
)。 若我們將cx的期望值與因子效應以線性結

構連結起來, 則可將其表示為:

E(cx) = µx = β0 +

p
∑

j=1

βjψj(x).

而lx的密度函數為:

flx(t) =
2

σx

√
π
exp(− t2

σ2
x

), t ∈ R+,

且模仿模型二的方式, 將lx的期望值以指數函數的結構連結起來, 則可將其表示為:

E(lx) =
σx√
π

=
1√
π
exp(γ0 +

p
∑

j=1

γjψj(x)),
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如此可使l̂x恆正。 由上可知µx和σx中各有 p+1個參數。若該實驗在因子設定為x1、x2...xn下

各獲得區間實驗值(cx1
, lx1

)、(cx2
, lx2

)、...、(cxn
, lxn

), 則此數據的模型可表示為:


















cx1
lx1

cx2
lx2

...
...

cxn
lxn



















=



















β0 +
∑p

j=1 β1jψj(x1)
1√
π
exp(γ0 +

∑p

j=1 γ1jψj(x1)

β0 +
∑p

j=1 β2jψj(x2)
1√
π
exp(γ0 +

∑p
j=1 γ2jψj(x2)

...
...

β0 +
∑p

j=1 βnjψj(xn) 1√
π
exp(γ0 +

∑p

j=1 γnjψj(xn))



















+



















ǫc,1 ǫl,1

ǫc,2 ǫl,2

...
...

ǫc,n ǫl,n



















,

其中


















ǫc,1

ǫc,2

...

ǫc,n



















∼ Nn



















0,



















σ2
x1

2
0 . . . 0

0
σ2

x2

2
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
σ2

xn

2





































,

ǫl,1, ǫl,2, ..., ǫl,n為獨立且具有相同機率密度函數

g(t) =
2

σx

√
π
exp(− 1

σ2
x

(t +
σx√
π

)2), t > − σx√
π

的隨機變數, 且

(

ǫc,1 ǫc,2 . . . ǫc,n

)′
和

(

ǫl,1 ǫl,2 . . . ǫl,n

)′
互相獨立。

另外一種可行的建模方式是不使用lx, 而對lx做進一步的轉換zx = ln(lx)。 在假

設1與2下得zx的密度函數為:

fzx
(w) =

2

σx

√
π
exp(w − e2w

σ2
x

), w ∈ R

因為lx和cx互相獨立, 故zx和cx也互相獨立。 由於
∫

wexp(w − e2w

σ2
x

)dw

沒有封閉型 (closed form), 因此E(zx)沒有一確切的型式, 但它必為σx的函數。 故我

們仍可對(cx, zx)建立線性迴歸模型如下:


















cx1
zx1

cx2
zx2

...
...

cxn
zxn



















=



















β0 +
∑p

j=1 β1jψj(x1) γ0 +
∑p

j=1 γ1jψj(x1)

β0 +
∑p

j=1 β2jψj(x2) γ0 +
∑p

j=1 γ2jψj(x2)

...
...

β0 +
∑p

j=1 βnjψj(xn) γ0 +
∑p

j=1 γnjψj(xn)



















+



















ǫc,1 ǫz,1

ǫc,2 ǫz,2

...
...

ǫc,n ǫz,n



















,
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其中


















ǫc,1

ǫc,2

...

ǫc,n



















∼ Nn(0,



















σ2
x1

2
0 . . . 0

0
σ2

x2

2
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
σ2

xn

2



















).

ǫz,1, ǫz,2, ..., ǫz,n為獨立且具有相同機率密度函數

h(w) =
2

σx

√
π
exp(−(w + E(zx)) −

1

σ2
x

e2(w+E(zx))), w ∈ R

的隨機變數, 且

(

ǫc,1 ǫc,2 . . . ǫc,n

)′
和

(

ǫz,1 ǫz,2 . . . ǫz,n

)′
互相獨立。

這個模型的優點是對於區間反應變數的假設比之前兩個模型要弱, 或許更符合現實狀

況。 缺點則是所推導出的分佈只有區間中心值服從常態分配, 因此在後續的發展難度

增加。

2.4 貝氏觀點

模型參數的假設一向分為頻率學派和貝氏學派, 其中頻率學派認為參數是固定未

知的常數, 而貝氏學派認為參數也是隨機變數, 其背後有個機率分佈在影響它。 由於

在下一章發展選模準則時需要將參數視為隨機變數以推導出一些有用的性質,而本文

以模型一為主, 故對模型一中的參數β, γ, σc, σz, 我們採取貝氏的觀點, 將其視為隨

機變數, 而為了後續推導出矩陣 t 分配, 我們假設該先驗分配為無訊息的 (noninfor-

mative):

π(θ,Σ−1)dθdΣ−1 ∝ det(Σ−1)−
m+1

2 dθdΣ−1.

其中

θ = (β, γ)

Σ =







σ2
c In 0

0 σ2
zIn






.

這裡無訊息的先驗分配是指β, γ, σc, σz的聯合密度函數與β, γ無關, 只與σc, σz 的乘

積成比例。
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第 3 章

模型選取與區間預測

Gelfand and Ghosh (1998)在決策理論的架構下針對適用迴歸模型的數據發展

了一個預測實驗觀察值重複點(replication) 的貝氏選模準則, 此處重複點是指使用

相同的因子設定再做一次實驗所得到的反應值。 但該篇論文的反應值僅考慮單一反應

變數的狀況, 並且也沒有提到未知實驗點的預測式為何。 本文套用該篇架構, 以模型

一為主, 發展一針對區間反應變數的區間預測式與模型選取準則。 以下3.1節介紹了

區間距離函數與區間損失函數 ,並推導出區間預測式,3.2節利用了3.1節的結果推導

出模型選取的準則。 而我們發現前兩節的結果與矩陣 t 分配密不可分, 因此在3.3節

介紹該分配在此處的應用。 本章是針對一般形式的損失函數來探討, 而在第5章我們

將套用兩種區間距離函數至前兩節的提出的結果上。

3.1 區間預測

由於本文以決策理論為架構, 因此在推導區間反應變數的預測式之前, 我們需要先

定義何謂區間的損失函數。 現假設有一反應值為區間的實驗, 我們在因子設定x1, x2, ..., xn下

做一次實驗後, 會得到n個區間反應變數, 將它們記為 Iobs,1,Iobs,2,...,Iobs,n, 我們稱之

為在x1, x2, ..., xn下的觀測區間。 如果未來在相同的因子設定下再做一次實驗, 得到

的n個區間反應變數記為Irep,1,Irep,2,...,Irep,n, 我們稱之為在x1, x2, ..., xn下的重複

區間。 注意到此時Iobs,1, Iobs,2,...,Iobs,n是已觀測到的數據,而Irep,1,Irep,2,...,Irep,n還

尚未得到。 每一個區間反應變數都可視為隨機變數, 其機率分配與期望值的結構我們
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採用第三章的模型一來描述, 亦即:



















Iobs,1

Iobs,2

...

Iobs,n



















=



















cx1
zx1

cx2
zx2

...
...

cxn
zxn



















=



















β0 +
∑p

j=1 β1jψj(x1) γ0 +
∑p

j=1 γ1jψj(x1)

β0 +
∑p

j=1 β2jψj(x2) γ0 +
∑p

j=1 γ2jψj(x2)

...
...

β0 +
∑p

j=1 βnjψj(xn) γ0 +
∑p

j=1 γnjψj(xn)



















+

(

εc εz

)

,

與



















Irep,1

Irep,2

...

Irep,n



















=



















crep,1 zrep,1

crep,2 zrep,2

...
...

crep,n zrep,n



















=



















β0 +
∑p

j=1 β1jψj(x1) γ0 +
∑p

j=1 γ1jψj(x1)

β0 +
∑p

j=1 β2jψj(x2) γ0 +
∑p

j=1 γ2jψj(x2)

...
...

β0 +
∑p

j=1 βnjψj(xn) γ0 +
∑p

j=1 γnjψj(xn)



















+

(

εc εz

)

,

其中

εc =

(

ǫc,1 . . . ǫc,n

)′
,

εz =

(

ǫz,1 . . . ǫz,n

)′
,







εc

εz






|β, γ,Σ ∼ N2n






0,







σ2
cIn 0

0 σ2
zIn












,

β =



















β0

β1

...

βp



















∼ Np+1(µβ,Σβ), γ =



















γ0

γ1

...

γp



















∼ Np+1(µγ,Σγ),Σ =







σ2
cIn 0

0 σ2
zIn






.

此處我們多加一項假設, 就是對所有的i, j, Iobs,i|β, γ,Σ與Irep,j|β, γ,Σ互相獨立。

接著為了方便我們令M代表模型中所有效應形成的集合, 即

M = {ψj(x) : j = 1, 2, ..., p},

稱之為母模型 (full model)。 取mc ⊂ M表示cx的子模型 (sub-model),mz ⊂M表

示zx的子模型。 因此m = (mc, mz)表示一組cx和zx的模型組合。 令 Îm,k =

(

ĉxk
ẑxk

)

為在模型m下, 對因子設定xk的區間預測。
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提出區間損失函數前, 我們必須要先能衡量兩區間的距離。若定義函數

d : R2 × R2 → R+ ∪ {0}

為兩區間的距離函數。 其中d必須滿足:

1 : 對任意區間I,d(I, I) = 0,

2 : 對任意兩區間I1, I2,d(I1, I2) ≥ 0。

則在模型m下, 我們可以衡量因子設定為xj時, 預測區間Îm,j對重複區間與觀測區間

的距離, 也就是 d(Îm,j , Irep,j)和d(Îm,j, Iobs,j)。 由於Irep,j是未來做實驗才會得到的

區間, 故d(Îm,j, Irep,j)可視為用Îm,j預測xj 因子設定下之區間的好壞。 而Iobs,j是已

經觀測到的數據, 故 d(Îm,j, Iobs,j)可視為用Îm,j擬合xj 因子設定下之區間的程度。

因此有了xj下的觀測區間Iobs,j、 重複區間Irep,j, 以及預測區間Îm,j之後, 我們定的

區間損失函數應能同時考慮到模型預測與模型擬合的程度, 故將之定義如下:

L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j) = d(Îm,j, Irep,j) + kd(Îm,j , Iobs,j), (3.1)

其中k值作為 d(Îm,j, Irep,j)和d(Îm,j, Iobs,j)的一個權重比例。 k = 0代表完全不關

心模型的擬合程度, k = 1代表認為模型擬合與模型預測同等重要,k > 1代表認為

模型擬合較重要。 本章先不對區間距離函數的形式做任何限定, 而直接以一般的形式

來發展模型選取準則與區間預測式。 而關於我們使用的區間距離函數的介紹請見第5

章。

有了區間損失函數後, 我們就可以推導出在決策理論的觀點下, 最佳的區間預測

式。 在區間損失函數L(Îm,j, Irep,j; Iobs,j)中,Irep,j和Iobs,j都是隨機變數, 因此當區間

預測值為Îm,j時,L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)也是隨機變數。 故我們想看平均來說L(Îm,j, Irep,j; Iobs,j)

會是多少, 也就是L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)的期望值。 在貝氏觀點下, 由於Irep,j尚未得

到, 而Iobs,j已有實驗數據。 故我們將L(Îm,j, Irep,j; Iobs,j)的期望值對Irep,j|Iobs,j的

機率分配來求取。 但其實已有的觀測區間不只第j筆, 因此我們納入所有觀測區間的
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資訊, 進而對Irep,j|Iobs 的分配來求期望值, 其中

Iobs =



















Iobs,1

Iobs,2

...

Iobs,n



















.

Irep,j|Iobs的條件密度函數可稱為給定Iobs下,Irep,j的貝氏預測密度函數。若令p(Irep,j|Iobs)為

該密度函數, 參數為β, γ,Σ, 其先驗分佈為π(β, γ,Σ)。 由於對所有的i, j, Iobs,i|β, γ,Σ與Irep,j|β, γ,Σ互

相獨立, 故

p(Irep,j|β, γ,Σ) = p(Irep,j|β, γ,Σ, Iobs).

因此p(Irep,j|Iobs)可由下式得到:

p(Irep,j|Iobs) =

∫ ∫ ∫

p(Irep,j|β, γ,Σ)π(β, γ,Σ|Iobs)dβdγdΣ,

其中

π(β, γ,Σ|Iobs) =
π(β, γ,Σ)p(Iobs|β, γ,Σ)

∫ ∫ ∫

π(β, γ,Σ)p(Iobs|β, γ,Σ)dβdγdΣ
.

有了p(Irep,j|Iobs)就可以計算出貝氏預測風險函數:

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)] =

∫

L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)p(IIrep,j|Iobs)d(Irep,j).

由期望值的性質可將EIrep,j|Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]展開得到:

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)] = EIrep,j |Iobs

[d(Îm,j, Irep,j) + kd(Îm,j , Iobs,j)]

= EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)] + kd(Îm,j , Iobs,j).

至此我們就導出了xj下的貝氏預測風險函數, 而因子設定共有n組, 將它們加起來得

到整個實驗下的貝氏預測風險函數
∑n

j=1EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]。 很明顯

的它是Îm,1, ..., Îm,n的函數, 故可令

f(Îm,1, ..., Îm,n) =
n

∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)].
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因此f(Îm,1, ..., Îm,n)就代表當模型為m, 區間預測值為Îm,1, ..., Îm,n下, 所有因子

設定的貝氏預測風險函數和。 假設f存在最小值, 則該值就意謂著模型為m時, 去預測

因子設定x1, x2, ..., xn下區間的最小平均損失。 既然我們用貝氏預測風險函數來衡量

預測區間造成的平均損失, 那麼最佳的區間預測值理應要能使得貝氏預測風險函數最

小。 故模型為m時,x1, x2, ..., xn的區間預測式為

(Î∗
m,1, ..., Î∗

m,n) = arg{minÎm,1,...,Îm,n
f(Îm,1, ..., Îm,n)}

= arg{minÎm,1,...,Îm,n

n
∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]}.

(3.2)

以上是針對在有實驗點的區間做預測, 而還有一種情況是對一個尚未做實驗的因

子設定xnew的區間做預測。記此區間為Inew, 並假設對所有的j, Inew|β, γ,Σ和Iobs,j|β, γ,Σ互

相獨立。 由於此時沒有了觀測區間, 故模型為m, 預測區間為Îm,new時, 區間損失函數

為

L(Îm,new, Inew; Iobs,j) = d(Îm,new, Inew).

Inew是隨機變數, 因此L(Îm,new, Inew; Iobs,j)也是隨機變數, 我們想看平均來說L(Îm,new, Inew; Iobs,j)

會是多少, 也就是L(Îm,new, Inew; Iobs,j)的期望值。 在貝氏觀點下, 由於Inew尚未得

到, 但之前實驗的數據Iobs仍能提供一些資訊。 故我們將L(Îm,new, Inew; Iobs,j)的期

望值對Inew|Iobs的機率分配來求取。 若記Inew|Iobs的條件密度函數為p(Inew|Iobs),

由於對所有的j, Inew|β, γ,Σ與Iobs,j|β, γ,Σ互相獨立, 故p(Inew|β, γ,Σ) = p(Inew|β, γ,Σ, Iobs)。

因此p(Inew|Iobs)可由下式得到:

p(Inew|Iobs) =

∫ ∫ ∫

p(Inew|β, γ,Σ)π(β, γ,Σ|Iobs)dβdγdΣ,

其中

π(β, γ,Σ|Iobs) =
π(β, γ,Σ)p(Iobs|β, γ,Σ)

∫ ∫ ∫

π(β, γ,Σ)p(Iobs|β, γ,Σ)dβdγdΣ
.

有了p(Inew|Iobs)就可以對L(Îm,new, Inew; Iobs,j)求期望值, 令

f(Îm,new) = EInew |Iobs
[L(Îm,new, Inew; Iobs,j)].
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因此f(Îm,new)就代表當模型為m, 區間預測為Îm,new下的貝氏預測風險函數值。 既

然我們用貝氏預測風險函數來衡量預測區間造成的平均損失,那麼最佳的區間預測值

理應要能使得貝氏預測風險函數最小。 故區間預測式為:

Î∗
m,new = arg{minÎm,new

f(Îm,new)}

= arg{minÎm,new
EInew |Iobs

[L(Îm,new, Inew; Iobs,j)]}. (3.3)

此處和有實驗點的情形類似,隨著區間損失函數的不同,Î∗
m,new也會不一樣, 所以實驗

者一開始就要先決定哪種區間損失函數是適合的。

3.2 模型選取準則

3.1節討論了給定子模型m下的區間預測式, 本節由上述的結果進而發展一個模型

選取的準則。 在決策理論的觀點下, 一個最佳的子模型m應該要能讓貝氏預測風險函

數值最小, 也就是最小化

f(Îm,1, ..., Îm,n) =

n
∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)].

但對每一個m, f(Îm,1, ..., Îm,n)的值並不唯一, 而是隨著區間預測值的變動而改變。

然而區間預測的值是我們可以決定的, 故很自然的我們會將區間預測值選在f(Îm,1, ..., Îm,n)的

極小點上。 這個極小點就是將 (3.1) 式代入, 可得模型m下最小的貝氏預測風險函數

值, 該值亦可看成模型m下, 預測區間造成的最小平均損失。 因此我們希望所選出的

模型能夠擁有最小的 『最小平均損失』。 故若記

Rk(m) = f(Î∗
m,1, ..., Î∗

m,n)

=

n
∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[L(Î∗

m,j , Irep,j; Iobs,j)].

則選模準則為:

找一m∗使得m∗ = arg{minmRk(m)}。
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3.3 矩陣 t 分配的應用

上兩節需要求EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]與EInew|Iobs

[L(Îm,new, Inew; Iobs,j)],

因此Irep|Iobs與Inew|Iobs的機率分配是我們所關心的。 其中

Irep =



















Irep,1

Irep,2

...

Irep,n



















.

Ng (2000)有以下定理:

定理 3. 若

1. Y為n×m,X為n× p,θ為p×m的矩陣, 且有Y = Xθ + ε的線性結構,

ε為橢圓輪廓分佈(elliptically contoured distribution)。

2. Yf為nf ×m的矩陣, 而Xf為其模型矩陣, 且有Yf = Xfθ + εf的線性結構,

εf的機率分配和ε一樣。

3. θ和Cov(ε)參數的先驗分配為無訊息 (noninformative)。

則Yf |Y的條件分配為矩陣 t 分配 (matrix t distribution)

tn×m(Xf θ̂, (In −Xf (X
′X +X ′

fXf)
−1X ′

f)
−1, (Y −Xf θ̂)

′(Y −Xf θ̂)

, n− p−m+ 1),

其中θ̂ = (X ′X)−1X ′Y ,In是n× n的單位矩陣。

利用定理3, 我們在子模型m下, 可得Irep|Iobs服從

tn×2(Ψm(X)θ̂, (In − 0.5Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′)−1,

(Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂), n− p− 1)

其中Ψm(X)為模型m下的模型矩陣, 且

θ̂ = (Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′Iobs

=

(

β̂ γ̂

)

,
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而

β̂ = (Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′cobs,

γ̂ = (Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′zobs.

cobs =

(

cx1
cx2

· · · cxn

)′
,

zobs =

(

zx1
zx2

· · · zxn

)′
,

由定理2可知

E(Irep|Iobs) = Ψm(X)θ̂, (3.4)

Cov(Irep|Iobs)

=
(In − 0.5Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′)−1 ⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)

n− p− 3
,

其中⊗表示 Kronecker 乘積。 很容易可以驗證

(In−0.5Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′)−1 = (In+Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′),

故上式可改寫成

Cov(Irep|Iobs)

=
(In + Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′) ⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)

n− p− 3
.

(3.5)

至於矩陣 t 分配的大樣本漸進分配可由定理3得到, 當n → ∞時,Irep|Iobs的大樣本

分配為

N2n(vec(Ψm(X)θ̂), (In + Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′) ⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)).

由此也可推得當n→ ∞時,ezrep,l|Iobs的大樣本分配為

LogNormal((Ψm(X)γ̂)l, Ql+n,l+n)

Q = (In + Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′) ⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)).
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其中(Ψm(X)γ̂)l表示Ψm(X)γ̂第l個元素。 因此

E(ezrep,l|Iobs) ≈ e(Ψm(X)γ̂)l+
1

2
Ql+n,l+n, (3.6)

V ar(ezrep,l|Iobs) ≈ e2(Ψm(X)γ̂)l+Ql+n,l+n(eQl+n,l+n − 1). (3.7)

找出Inew|Iobs的機率分配過程類似Irep|Iobs, 利用定理1, 我們在子模型m下, 可得Inew|Iobs服

從

t1×2(Ψm(xnew)θ̂, (1 − Ψm(xnew)(Ψm(X)′Ψm(X) + Ψm(xnew)′Ψm(xnew))−1Ψm(xnew)′)−1,

(Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂), n− p− 1).

其中

θ̂ = (Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′Iobs

=

(

β̂ γ̂

)

,

而

β̂ = (Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′cobs,

γ̂ = (Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′zobs.

cobs =

(

cx1
cx2

· · · cxn

)′
,

zobs =

(

zx1
zx2

· · · zxn

)′
.

由定理2可得

EInew |Iobs
(cnew|Iobs) = Ψ(xnew)β̂ (3.8)

EInew |Iobs
(znew|Iobs) = Ψ(xnew)γ̂.

至於矩陣 t 分配的大樣本漸進分配可由定理3可知, 當n→ ∞時,Inew|Iobs的大樣本

分配為

N2(vec(Ψm(xnew)θ̂), Q),

Q = (1 − Ψm(xnew)(Ψm(X)′Ψm(X) + Ψm(xnew)′Ψm(xnew))−1Ψm(xnew)′)−1

⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂).
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由此也可推得當n→ ∞時,eznew |Iobs的大樣本分配為

LogNormal(Ψm(xnew)γ̂, Q2,2)

Q = (1 − Ψm(xnew)(Ψm(X)′Ψm(X) + Ψm(xnew)′Ψm(xnew))−1Ψm(xnew)′)−1

⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂).

故

E(eznew |Iobs) ≈ eΨm(xnew)γ̂+ 1

2
Q2,2 (3.9)

V ar(eznew |Iobs) ≈ e2Ψm(xnew)γ̂+Q2,2(eQ2,2 − 1), (3.10)

Q = (1 − Ψm(xnew)(Ψm(X)′Ψm(X) + Ψm(xnew)′Ψm(xnew))−1Ψm(xnew)′)−1

⊗ (Iobs − Ψmz
(X)θ̂)′(Iobs − Ψmz

(X)θ̂)).
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第 4 章

套用區間距離函數

第4章推導的結果對任意的區間距離函數都適用, 本節將兩種區間距離函數分別

套用到之前的結果上。

4.1 第一種區間距離函數

兩區間差異的大小取決於它們端點的距離, 也就是區間1下界和區間2下界, 以及

區間1上界和區間2上界的遠近。 因此衡量兩區間的差異的一個做法是計算端點的差

值。 若令I1 = [u1, v1], I2 = [u2, v2]為兩區間, 則由上述的想法我們可以定出一個函

數

d∗(I1, I2) = |u1 − u2| + |v1 − v2|.

很明顯d∗滿足3.1節區間距離函數的2個條件, 故d∗為一區間距離函數, 為兩絕對值函

數的和。 但絕對值函數存在不可微分的點, 因此做一些深入的處理時會比較麻煩。 故

我們修改一下d∗, 定出另一函數為

d(I1, I2) = (u1 − u2)
2 + (v1 − v2)

2,

距離d滿足3.1節區間距離函數的2個條件也是顯而易見的, 此時d就不像d∗存在不可

微分的點。 由於我們採用模型一區間反應變數的形式, 故ui, vi透過 (2.2) 式之轉換,
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再代入d中可得

d(I1, I2) = (u1 − u2)
2 + (v1 − v2)

2

= (c1 − ez1) − (c2 − ez2))2 + ((c1 + ez1) − (c2 + ez2))2

= 2[(c1 − c2)
2 + (ez1 − ez2)2].

將d代入 (3.1) 式的區間損失函數L(Îm,j, Irep,j; Iobs,j)中可得

L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j) =2[(ĉm,xj
− crep,j)

2 + (eẑm,xj − ezrep,j)2]

+ 2k[(ĉm,xj
− cxj

)2 + (eẑm,xj − ezxj )2],

故貝氏預測風險函數為

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]

= 2EIrep,j |Iobs
[(ĉm,xj

− crep,j)
2 + (eẑm,xj − ezrep,j)2]

+ 2k[(ĉm,xj
− cxj

)2 + (eẑm,xj − ezxj )2]

= 2EIrep,j |Iobs
[(ĉm,xj

− crep,j)
2] + 2k[(ĉm,xj

− cxj
)2]

+ 2EIrep,j |Iobs
[(eẑm,xj − ezrep,j )2]

+ 2k[(exp(ẑm,xj
) − ezxj )2].

因此整個實驗的貝氏預測風險函數f為

f(Îm,1, ..., Îm,n)

=

n
∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]

= 2
n

∑

j=1

{EIrep,j |Iobs
[(ĉm,xj

− crep,j)
2] + k[(ĉm,xj

− cxj
)2]}

+ 2

n
∑

j=1

{EIrep,j |Iobs
[(eẑm,xj − ezrep,j)2] + k[(eẑm,xj − ezxj )2]}

= fc(ĉm,x1
, ..., ĉm,xn

) + fz(ẑm,x1
, ..., ẑm,xn

). (4.1)
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其中

fc(ĉm,x1
, ..., ĉm,xn

) = 2

n
∑

j=1

{EIrep,j |Iobs
[(ĉm,xj

− crep,j)
2] + k[(ĉm,xj

− cxj
)2]},

fz(ẑm,x1
, ..., ẑm,xn

) = 2
n

∑

j=1

{EIrep,j |Iobs
[(eẑm,xj − ezrep,j )2] + k[(eẑm,xj − ezxj )2]}.

由 (4.1) 式可知找出f的最小值與分別找出fc, fz的最小值再相加是一樣的。 故我們可

對fc與fz分別處理。

4.1.1 區間預測

fc(ĉm,x1
, ..., ĉm,xn

)表示模型m下,cx的貝氏預測風險函數, 現我們要對它求最小

值。 為了符號簡便, 將EIrep,j |Iobs
寫成E, pl = ĉm,xl

,

fc(p1, ..., pn) = 2
n

∑

l=1

E[(crep,l − pl)
2] + k(cxl

− pl)
2, (4.2)

此時相當於是找(p∗1, p
∗
2, ...p

∗
n)使得fc(p

∗
1, p

∗
2, ...p

∗
n)達到最小。 將fc對pl, pk微分可得

∂fc

∂pl

= 2(pl −E(crep,l|Iobs)) + 2k(pl − cxj
)

∂2fc

∂pl∂pk

= 0

∂2fc

∂p2
l

= 2(k + 1),

令∂fc

∂pl
= 0得到

p∗l =
E(crep,l|Iobs) + kcxl

k + 1
.

且



















∂2fc

∂p1∂p1

∂2fc

∂p1∂p2
. . . ∂2fc

∂p1∂pn

∂2fc

∂p2∂p1

∂2fc

∂p2∂p2
. . . ∂2fc

∂p2∂pn

...
...

. . .
...

∂2fc

∂pn∂p1

∂2fc

∂pn∂p2
. . . ∂2fc

∂pn∂pn



















=



















2(k + 1) 0 . . . 0

0 2(k + 1) . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 2(k + 1)
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為一正定矩陣, 故當p∗l =
E(crep,l|Iobs)+kcxl

k+1
時,f(p∗1, ..., p

∗
n)有最小值, 將之代回 (4.2)

式得

fc(p
∗
1, ..., p

∗
n) =

n
∑

l=1

[V ar(crep,l|Iobs) +
k

k + 1
(E(crep,l|Iobs) − cxl

)2].

而對fz求最小值的部分作法類似, 為了符號簡便,EIrep,j|Iobs
寫成E, 令ql = ẑm,l,

fz(q1, ..., qn) = 2
n

∑

l=1

[E[(ezrep,l − eql)2] + k(ezxl − eql)2], (4.3)

此時相當於是找(q∗1, q
∗
2, ..., q

∗
n)使得fz(q

∗
1, q

∗
2, ..., q

∗
n)達到最小。

∂fz

∂ql
= 2(2(k + 1)e2ql − (ke2ql + E(ezrep,l|Iobs)e

ql))

∂2fz

∂ql∂qk
= 0

∂2fz

∂q2
l

= 2eql[2(k + 1)eql − (kezxl + E(ezrep,l|Iobs))]

令∂fz

∂ql
= 0得到

q∗l = ln(
E(ezrep,l|Iobs) + kezxl

k + 1
).

將q∗l 代入∂2fz

∂q2
l

=得到

2(
E(ezrep,l|Iobs) + kezxl

k + 1
)(kezxl + E(ezrep,l|Iobs)) > 0,

因此



















∂2fz

∂q1∂q1

∂2fz

∂q1∂q2
. . . ∂2fz

∂q1∂qn

∂2fz

∂q2∂q1

∂2fz

∂q2∂q2
. . . ∂2fz

∂q2∂qn

...
...

. . .
...

∂2fz

∂qn∂q1

∂2fz

∂qn∂q2
. . . ∂2fz

∂qn∂qn



















=



















∂2fz

∂q2
1

0 . . . 0

0 ∂2fz

∂q2
2

. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . ∂2fz

∂q2
n



















為一正定矩陣,

故q∗l = ln(E(e
zrep,l |Iobs)+ke

zxl

k+1
)時,fz(q

∗
1, ..., q

∗
n)有最小值, 將之代回 (4.3) 式得

fz(q
∗
1, ..., q

∗
n) =

n
∑

l=1

[V ar(ezrep,l|Iobs) +
k

k + 1
(E(ezrep,l|Iobs) − ezxl )2].
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由 (3.4) 式可知,

E(crep|Iobs) = Ψm(X)β̂,

由 (3.6) 式可知,

E(ezrep,l|Iobs) = exp(Ψmz
(X)γ̂l +

1

2
Ql+n,l+n)

Q = (In + Ψmz
(X)(Ψmz

(X)′Ψmz
(X))−1Ψmz

(X)′) ⊗ (Iobs − Ψmz
(X)θ̂)′(Iobs − Ψmz

(X)θ̂)).

故當子模型是m = (mc, mz), 對因子設定xl的預測區間為:

p∗l = ĉmc,xl
=

[Ψmc
(X)β̂]l + kcxl

k + 1

q∗l = ẑmz ,xl
= ln(

exp([Ψmz
(X)γ̂]l + 1

2
Ql+n,l+n) + kezxl

k + 1
)

Q = (In + Ψmz
(X)(Ψmz

(X)′Ψmz
(X))−1Ψmz

(X)′) ⊗ (Iobs − Ψmz
(X)θ̂)′(Iobs − Ψmz

(X)θ̂)).

當要預測一在新的因子設定xnew下的區間Inew時, 由 (3.3) 式可知當子模型是m =

(mc, mz), 其預測區間為

Î∗
m,new = arg{minÎm,new

EInew |Iobs
[L(Îm,new, Inew; Iobs,j)]}.

經由類似之前的推導, 可得

ĉmc,xnew
= EInew |Iobs

(cnew|Iobs),

ẑmz ,xnew
= ln(EInew |Iobs

(eznew |Iobs)).

再由 (3.8) 與 (3.9) 式可得

ĉmc,xnew
= Ψmc

(xnew)β̂

ẑmz ,xnew
= ln(exp(Ψmz

(xnew)γ̂ +
1

2
Q2,2)).

4.1.2 模型選取準則

給定子模型m下,Rk(m) = fc(p
∗
1, ..., p

∗
n) + fz(q

∗
1, ..., q

∗
n), 其中

fc(p
∗
1, ..., p

∗
n) =

n
∑

l=1

[V ar(crep,l|Iobs) +
k

k + 1
(E(crep,l|Iobs) − cxl

)2]

fz(q
∗
1, ..., q

∗
n) =

n
∑

l=1

[V ar(ezrep,l|Iobs) +
k

k + 1
(E(ezrep,l|Iobs) − ezxl )2].
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我們已經有了的E(crep,l|Iobs)與E(ezrep,l|Iobs)形式, 因此接著我們來推導
∑n

l=1 V ar(crep,l|Iobs)與
∑n

l=1 V ar(e
zrep,l|Iobs)。 由 (3.5) 式可知

n
∑

l=1

V ar(crep,l|Iobs) +
n

∑

l=1

V ar(zrep,l|Iobs)

= tr[Cov(Irep|Iobs)]

= tr[
(In + Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′) ⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)

n− p− 3
]

(4.4)

且注意到

(Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)

=







(cobs − Ψm(X)β̂)′(cobs − Ψm(X)β̂) (cobs − Ψm(X)β̂)′(zobs − Ψm(X)γ̂)

(zobs − Ψm(X)γ̂)′(cobs − Ψm(X)β̂) (zobs − Ψm(X)γ̂)′(zobs − Ψm(X)γ̂)







=







SSEc,m (cobs − Ψm(X)β̂)′(zobs − Ψm(X)γ̂)

(zobs − Ψm(X)γ̂)′(cobs − Ψm(X)β̂) SSEz,m






.

若取P = Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′, 令pij為其第i列第j行的元素, 則

In + P =



















1 + p11 p12 · · · p1n

p21 1 + p22 · · · p2n

...
...

. . .
...

pn1 pn2 · · · 1 + pnn



















,

(In + P ) ⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)

=



















(1 + p11)SSEc,m

(1 + p11)SSEz,m

. . .

(1 + pnn)SSEz,m



















2n×2n

.
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故 (4.4) 式可進一步寫成

n
∑

l=1

V ar(crep,l|Iobs) +

n
∑

l=1

V ar(zrep,l|Iobs)

= tr[
(In + Ψm(X)(Ψm(X)′Ψm(X))−1Ψm(X)′) ⊗ (Iobs − Ψm(X)θ̂)′(Iobs − Ψm(X)θ̂)

n− p− 3
]

=
1

n− p− 3
[(n+

n
∑

l=1

pll)SSEc,m + (n+
n

∑

l=1

pll)SSEz,m].

因此

n
∑

l=1

V ar(crep,l|Iobs)

=
1

n− p− 3
{[(n+

[ n
2
]

∑

l=1

pll)SSEc,m + (n+

[ n
2
]

∑

l=1

pll)SSEz,m] + ([
n + 1

2
] − [

n

2
])SSEc,m}.

(4.5)

其中[n
2
]為不大於n

2
的最大整數。 而

∑n
l=1 V ar(e

zrep,l|Iobs)直接由 (3.7) 式可得

n
∑

l=1

V ar(ezrep,l|Iobs) = e2Ψm(X)γ̂l+Qll(eQl+n,l+n − 1). (4.6)

將 (4.5) 式與 (4.6) 式代回fc, fz得到

fc(p
∗
1, ..., p

∗
n)

=
1

n− p− 3
{[(n+

[ n
2
]

∑

l=1

pll)(SSEc,mc
+ SSEz,mc

)] + ([
n+ 1

2
] − [

n

2
])SSEc,mc

}

+
k

k + 1

n
∑

l=1

(Ψmc
(X)β̂ − cxl

)2.

fz(q
∗
1, ..., q

∗
n) =

n
∑

l=1

[e2[Ψm(X)γ̂]l+Ql+n,l+n(eQl+n,l+n − 1) +
k

k + 1
(eΨm(X)γ̂l+

1

2
Ql+n,l+n − ezxl )2],

Q = (In + Ψmz
(X)(Ψmz

(X)′Ψmz
(X))−1Ψmz

(X)′) ⊗ (Iobs − Ψmz
(X)θ̂)′(Iobs − Ψmz

(X)θ̂)).

由於Rk(m) = fc + fz, 因此第一種區間距離函數下的模型選取準則為找一m∗使

得m∗ = arg{minmRk(m)}。
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4.2 第二種區間距離函數

第二種區間距離函數除了考慮兩區間端點的差異之外, 也多考慮了兩區間重疊長

度的資訊。 我們將觀測區間和預測區間重疊的長度去除以預測區間的長度, 這個比例

代表預測區間中預測正確的部分, 然而正確的比例越高, 該預測區間產生的損失就應

該越小。 不僅如此, 我們也希望對於擁有相同距離一大小的兩區間, 超出觀測區間的

損失要比落在觀測區間內的損失要大。 此想法是源自於第1章中提及的焊接實驗之實

務上的需求, 對此焊接實驗而言, 若電流的預測區間是落在圖1.1中 『良好的焊接點』

之範圍內, 則其遠比落到此範圍外更佳。 故除了考慮觀測區間與預測區間端點的差異

外, 我們還希望能儘量讓預測區間落在觀測區間內。 這個目標可透過定義適當的區間

距離函數來達成。

基於以上這兩個想法, 我們將第一種區間距離函數的值再多加入一個區間重疊比

例的懲罰項。 令 Î=預測區間,Iobs=觀測區間, 符號|.|表示區間的長度。 由於預測區

間中預測正確的比例為

|Î ⋂ Iobs|
|Î|

,

錯誤的比例為

1 − |Î ⋂Iobs|
|Î|

.

由於預測正確的部分不應被納入懲罰的考量, 故我們將第二種區間距離函數d2定為

d2(Î, Iobs) = d1(Î, Iobs) + d1(Î, Iobs) × (1 − |Î ⋂ Iobs|
|Î|

) + 0 × |Î ⋂ Iobs|
|Î|

= d1(Î, Iobs) × (2 − |Î
⋂

Iobs|
|Î|

).

其中d1(Î, Iobs)為Î和Iobs第一種區間距離函數值。 因此我們可以寫出任意兩區間I1, I2的

第二種區間距離函數如下

d(I1, I2) = d1(I1, I2) + d1(I1, I2) × (1 − |I1

⋂

I2|
|I1|

) + 0 × |I1

⋂

I2|
|I1|

= d1(I1, I2) × (2 − |I1

⋂

I2|
|I1|

).

很明顯d滿足4.1節區間距離函數的2個條件。
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接著我們由圖4.1來說明上述的距離函數可以達到超出觀測區間的損失要比落在

觀測區間內的損失要大的目的。 圖4.1的數字0,1,2,3分別代表觀測區間與3個預測區

圖 4.1: 第二種區間距離函數

間, 由圖可知預測區間一的兩端點落在觀測區間內, 預測區間三的兩端點則皆落在觀

測區間外且包住整個觀測區間。 而預測區間二則有一端點落於觀測區間內, 一端點落

於觀測區間外。 值得注意的是, 在前一節的距離一之下,這3個預測區間與該觀測區間

的差距都相同, 都是(y2 + z2)。 但在距離二下,

(y2 + z2)(2 − x− y − z

x− y − z
) = (y2 + z2), (4.7)

第二個預測區間與觀測區間的距離為

(y2 + z2)(2 − x− z

x+ y − z
), (4.8)

第三個預測區間與觀測區間的距離為

(y2 + z2)(2 − x

x+ y + z
), (4.9)

很容易可以驗證 (4.7) 式最小,(4.8) 次之,(4.9) 是最大。 故此距離可以達到我們要求。
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令I1 = [u1, v1], I2 = [u2, v2], 並令

d1(I1, I2) = [(u1 − u2)
2 + (v1 − v2)

2],

則由以上的討論知d可寫為

d(I1, I2) =



















































































2d1(I1, I2), u2 > v1;

(2 − v1−u2

v1−u1
)d1(I1, I2), u1 < u2 < v1 < v2;

(2 − v2−u2

v1−u1
)d1(I1, I2), u1 < u2 < v2 < v1;

(2 − v1−u1

v1−u1
)d1(I1, I2), u2 < u1 < v1 < v2;

(2 − v2−u1

v1−u1
)d1(I1, I2), u2 < u1 < v2 < v1;

2d1(I1, I2), u1 > v2.

由 (2.2) 式之轉換有

[u1, v1] = [c1 − ez1 , c1 + ez1 ],

[u2, v2] = [c2 − ez2 , c2 + ez2 ].

令

d1(I1, I2) = 2[(c1 − c2)
2 + (ez1 − ez2)2],

故d可寫成

d(I1, I2) =


















































































2d1(I1, I2) , c2 − ez2 > c1 + ez1 ;

(2 − (c1+ez1)−(c2−ez2)
2ez1

)d1(I1, I2) , c1 − ez1 < c2 − ez2 < c1 + ez1 < c2 + ez2;

(2 − (c2+ez2)−(c2−ez2)
2ez1

)d1(I1, I2) , c1 − ez1 < c2 − ez2 < c2 + ez2 < c1 + ez1;

(2 − (c1+ez1)−(c1−ez1)
2ez1

)d1(I1, I2) , c2 − ez2 < c1 − ez1 < c1 + ez1 < c2 + ez2;

(2 − (c2+ez2)−(c1−ez1)
2ez1

)d1(I1, I2) , c2 − ez2 < c1 − ez1 < c2 + ez2 < c1 + ez1;

2d1(I1, I2) , c1 − ez1 > c2 + ez2 .
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將d代入 (3.1) 式的貝氏預測風險函數f

f(Îm,1, ..., Îm,n) =
n

∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]

=

n
∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)] + kd(Îm,j, Iobs,j),

其中計算EIrep,j|Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)]時, 為了符號簡單, 令

Îm,j =

(

pm,j qm,j

)

, Irep,j =

(

wj yj

)

, d(Îm,j, Irep,j) = 2[(wj−pm,j)
2+(yj−qm,j)

2]

, 可以看出d將平面分成互斥的6個區域, 如圖4.2。

圖 4.2: 第二種區間距離函數將上半平面的切割
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EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j , Irep,j)]

=

∫ ∞

0

∫ ∞

pm,j+qm,j+yj

2d(Îm,j , Irep,j)p(wj, yj|Iobs)dwjdyj

+

∫ qm,j

0

∫ pm,j+qm,j+yj

pm,j+qm,j−yj

[(2 − (pm,j + qm,j) − (wj − yj)

2qm,j

)d(Îm,j , Irep,j)p(wj, yj|Iobs)dwjdyj

+

∫ ∞

qm,j

∫ pm,j+qm,j+yj

pm,j−qm,j+yj

[(2 − (pm,j + qm,j) − (wj − yj)

2qm,j

)d(Îm,j, Irep,j)]p(wj, yj|Iobs)dwjdyj

+

∫ qm,j

0

∫ pm,j+qm,j+yj

pm,j−qm,j+yj

[(2 − (wj + yj) − (wj − yj)

2qm,j

)d(Îm,j , Irep,j)]p(wj, yj|Iobs)dwjdyj

+

∫ ∞

qm,j

∫ pm,j−qm,j+yj

pm,j+qm,j−yj

[(2 − (pm,j + qm,j) − (pm,j − qm,j)

2qm,j

)d(Îm,j, Irep,j)]p(wj, yj|Iobs)dwjdyj

+

∫ qm,j

0

∫ pm,j−qm,j+yj

pm,j−qm,j−yj

[(2 − (wj + yj) − (pm,j − qm,j)

2qm,j

)d(Îm,j , Irep,j)]p(wj, yj|Iobs)dwjdyj

+

∫ ∞

qm,j

∫ pm,j+qm,j+yj

pm,j−qm,j−yj

[(2 − (wj + yj) − (pm,j − qm,j)

2qm,j

)d(Îm,j, Irep,j)]p(wj, yj|Iobs)dwjdyj

+

∫ ∞

0

∫ pm,j−qm,j−yj

−∞
2d(Îm,j, Irep,j)p(wj, yj|Iobs)dwjdyj. (4.10)

p(wj, yj|Iobs)為Irep,j|Iobs的貝氏預測密度函數。

4.2.1 區間預測與模型選取準則

將 (4.10) 式代入 (3.2) 式可得對因子設定x1, ..., xn的區間預測式。 由於最小化

貝氏預測風險函數的計算很複雜, 故這部分由電腦程式來處理。 用到的技巧是蒙地卡

羅積分 (Monte Carlo integration)。 作法如下:

1 : 生成服從p(wj, yj|Iobs)的隨機變數500筆。

2 : 看每筆亂數落在那6個區域的哪一個, 代入EIrep,j|Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)]求值, 將這

500個值平均, 就得到一個給定pm,j, qm,j下的貝氏預測風險函數值。

3 : 找出使得EIrep,j|Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]最小的(p∗m,j, q

∗
m,j), 即為xj的區間預

測值。

(p∗m,j , q
∗
m,j)為給定子模型m下的最佳區間預測值, 將之代入EIrep,j |Iobs

[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]後

記為 EIrep,j |Iobs
[L(Î∗

m,j , Irep,j; Iobs,j)]。 此值可看成模型m下, 預測區間造成的最小

平均損失。 預測一個未做過實驗的區間Inew方法類似:

33



1 : 生成服從p(Inew|Iobs)的隨機變數500筆。

2 : 看每筆亂數落在那6個區域的哪一個, 代入EInew|Iobs
[d(Îm,new, Inew)]求值, 將

這500個值平均, 就得到一個給定pm,new, qm,new下的貝氏預測風險函數值。

3 : 找出使得EInew|Iobs
[L(Îm,new, Inew; Iobs,j)]最小的(p∗m,new, q

∗
m,new), 即為xnew的

區間預測值。

模型選取的部分, 由於我們希望所選出的模型能夠擁有最小的 『最小平均損失』,

故若記

Rk(m) =

n
∑

j=1

EIrep,j |Iobs
[L(Î∗

m,j , Irep,j; Iobs,j)].

則選模準則為:

找一m∗使得m∗ = arg{minmRk(m)}。

使用蒙地卡羅積分 (Monte Carlo integration) 的作法如下:

1 : 生成服從p(wj, yj|Iobs)的隨機變數500筆。

2 : 看每筆亂數落在那6個區域的哪一個, 代入EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j , Irep,j)]求值, 將

這500個值平均, 就得到一個給定pj, qj下的貝氏預測風險函數值。

3 : 找出使得EIrep,j|Iobs
[L(Îm,j , Irep,j; Iobs,j)]最小的(p∗m,j, q

∗
m,j), 將之代回記為

EIrep,j |Iobs
[L(Î∗

m,j , Irep,j; Iobs,j)]。

4 : 找一m∗使得m∗ = arg{minm

∑n

j=1EIrep,j |Iobs
[L(Î∗

m,j , Irep,j; Iobs,j)]}。
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第 5 章

實例分析

在Li et al. (2001)的論文中談到了一個焊接實驗, 此實驗的目的在找出合適的電

流範圍以產生良好的焊接點。 該實驗因子有7個, 如表5.1。 在焊接實驗中電流強度與

表 5.1: 實驗因子描述

因子 定義

Poor fitup(Ft) 兩片金屬板是否有放置好

Axial misal(Ax) 上下電極是否對齊

Angular misal(An) 金屬板與電極是否垂直

Electrode size(Ed) 電極大小

Force(F) 電極施壓強度

Weld time(T) 焊接時間

Current(I) 電流強度

焊接時間為兩個主要的實驗因子。 由於高電流長時間會導致焊接點產生噴濺的現象,

使得強度降低。 而低電流短時間又無法提供足夠的能量產生焊接點, 故一個合適的實

驗便應該避開這兩種實驗區間, 而將實驗點分佈於能產生品質良好焊接點的區域內。

但合適的實驗區間一開始是未知的, 所以該篇論文提出一個兩階段實驗法。 第一階段

的實驗是在找出合適的電流強度範圍, 找法是先固定其他6個因子的水準組合, 然後

讓電流強度由大到小, 當焊接點從有噴濺變成無噴濺時, 將該電流強度記錄下來作為

上界。 當焊接點從有焊接點變成無焊接點時, 將該電流強度記錄下來作為下界。 我們

對這6個因子每一水準組合, 都如此的將電流強度區間紀錄下來, 並把它視為區間反

應變數, 進而使用本文提出的方法來建模及選出最具預測力的模型。
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在本實驗中, 區間反應變數是電流強度的上界與下界, 我們可透過 (2.2) 式將之轉

換為電流區間中心值和 ln(電流區間半長值)。 本實驗的6個因子共有18組因子設定,

我們用x1, ..., x18代表其水準組合, 其設計矩陣與觀測值如列於表5.2。 其中ux, vx 為

因子設定x時的電流強度下界與上界, 將它們透過 (2.2) 式之轉換得到cx, zx。

為了檢驗所選出之模型預測的能力, 我們只用後17組水準組合來分析, 而將第1個

表 5.2: 設計矩陣與觀測值

因子設定 Ft Ax An Ed F T ux vx cx zx

x1 0 0 0 6.35 3.3 12 10.56 12.44 11.50 -0.03

x2 5 0 10 6.35 4.2 8 11.25 13.25 12.25 0

x3 0 0 10 6.35 4.2 16 10.4 12.5 11.45 0.02

x4 0 0 10 7.87 2.4 8 18.26 22.41 20.34 0.32

x5 5 0 10 7.87 2.4 12 16.00 17.10 16.55 -0.26

x6 0 0 0 7.87 4.2 16 16.40 19.00 17.7 0.11

x7 0 0 0 4.50 2.4 8 8.51 10.16 9.34 -0.08

x8 0 0 10 4.50 3.3 12 8.47 9.83 9.15 -0.17

x9 5 0 10 4.50 3.3 16 7.85 9.75 8.8 -0.02

x10 5 1.5 0 6.35 4.2 12 11.42 13.48 12.45 0.01

x11 5 1.5 10 6.35 3.3 8 11.40 12.60 12.00 -0.22

x12 0 1.5 0 6.35 2.4 8 11.50 13.50 12.50 0

x13 5 1.5 10 4.50 2.4 16 7.10 8.50 7.80 -0.15

x14 0 1.5 0 4.50 4.2 16 8.85 11.25 10.05 0.08

x15 5 1.5 0 4.50 3.3 8 9.50 11.10 10.30 -0.09

x16 0 1.5 0 7.87 3.3 12 15.67 17.87 16.77 0.04

x17 5 1.5 10 7.87 4.2 12 16.16 17.61 16.88 -0.14

x18 5 1.5 0 7.87 2.4 16 14.25 15.75 15.00 -0.12

水準組合的結果保留下來以供與預測區間相比較。 為了簡化計算, 我們刪除掉一些因

子, 而只挑了2個重要的因子 Electrode size 和 Force 來分析。 以下將 Electrode

size 用 A, Force用 B 來代表。 由於因子 A,B 都是3水準, 各有線性效應與二次效

應, 再加上兩者的交互作用 (包含 A 的線性效應對 B 的線性效應、A 的線性效應對

B 的二次效應、A 的二次效應對 B 的線性效應、A 的二次效應對 B 的二次效應), 因

此模型矩陣中總共有8個效應。 在模型一的假設下,8個效應可生成255(= 28 − 1) 個
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子模型, 下面我們分別使用兩個準則來選取最佳的子模型。 第一個是在迴歸分析中常

見的PRESS, 第二個則為本文提出的方法。 選出模型後, 再對原本的17個與第1個

因子設定作區間預測, 觀察它們之間的關係。

5.1 選模準則:PRESS

在迴歸分析中, 當模型選取的目的是為了 『預測』 的時候, 常用的準則是PRESS。

其計算公式為:

PRESS =
∑

i

ǫ̂(i),

其中ǫ̂(i)為去除掉第i筆數據後由迴歸模型得到的殘差項。 由於我們目前處理數據的反

應值是一個區間, 因此我們分別對區間中心與 ln(區間半長) 建立迴歸模型, 再選出

各自PRESS值最小的子模型。 接著再對前17 個因子設定下的區間作預測。 對於cx,

選出的效應為ψA,l(x), ψA,q(x), 分別代表因子 A 的線性效應與二次效應。而對於zx,

選出的效應為ψB,q(x), 表示因子 B 的二次效應。 將模型選取結果與PRESS值整理

成表5.3。 由於我們是對cx與zx各別選取模型, 故它們會有各自的PRESS值。而本文

表 5.3: PRESS選出的模型

反應變數 選取效應 PRESS值

cx的模型 ψA,l(x), ψA,q(x) 23.497

zx的模型 ψA,l(x), ψB,q(x), ψA,q(x)ψB,q(x) 0.354

提出的方法由於將cx與zx視為區間反應變數, 因此只會有一個對應的值 (MinRisk,

會在下節說明)。 利用PRESS所選取的模型之區間預測式為cx與zx各自的最小平方

估計式:

ĉx = 12.8586 + 3.9838ψA,l(x) + 0.3643ψA,q(x)

ẑx = −0.0488 + 0.0319ψA,l(x) + 0.0253ψB,q(x) − 0.0233ψA,q(x)ψB,q(x)

(5.1)

利用 (5.1) 式預測出這18個因子設定的區間後, 將它與觀察值比較如圖5.1。 圖中

符號 『*』 代表利用 (5.1) 得到的預測區間, 方形的符號代表原始的觀測數據形成
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的區間, 以下簡稱觀測區間。 圖5.1中區間的順序由下往上分別是x1到x18。 我們發現

在x4、x13、x18的設定下, 預測區間與觀測區間的差異較大, 這顯示了可能是預測的不

好, 也有可能該觀測區間是離群值。而x1是一新的水準組合, 我們可以看到(5.1) 式得

到的預測區間與x1的觀測區間差異不大。
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圖 5.1: PRESS與觀測區間之比較

5.2 選模準則: 最小貝氏預測風險函數

我們要找一個cx子模型與zx子模型的組合, 看哪一種組合會有最小的最小貝氏預

測風險值。 正如在第四章所提及,第一種區間距離函數由於是平方損失函數, 故可以分

解成cx跟zx各別的風險函數的和, 所以可知這與各別對cx,zx來作模型選取的意思是等

價的。 但第二種區間距離函數的形式就不像第一種區間距離函數可做如此分解, 故要

針對每種cx和zx的子模型組合來看哪一種的最小貝氏預測風險值最小。 底下我們亦想

觀察模型擬合權重k的大小對區間預測的影響, 故對每個損失函數都取 k = 0, 1, 100這

3個值。
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5.2.1 第一種區間距離函數

首先取k = 0, 代表不考慮模型擬合, 則模型選取的結果如表5.4。 MinRisk為固

表 5.4: 距離一,k=0選出的模型M∗
0

反應變數 選取效應 MinRisk值

cx的模型 ψA,l(x), ψA,q(x) 89.402

zx的模型 ψA,l(x), ψB,q(x), ψA,q(x)ψB,q(x)

定cx和zx的模型組合下, 最小的貝氏預測風險函數值, 因此不像上節有兩個PRESS值。

模型選取的結果與表5.3的模型是相同的。若記表5.4中選出的模型為M∗
0 , 則對x2, ..., x18的

區間預測式為:

(Î∗
m∗,2, Î∗

m∗,3, ..., Î∗
m∗,18) = arg{minÎm∗,2,...,Îm∗,18

18
∑

j=2

EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j , Irep,j)]},

(5.2)

而對x1的區間預測式為:

Î∗
m∗,1 = arg{minÎm∗,1

EI1|Iobs
[L(Îm∗,1, I1; Iobs,j)]} (5.3)

利用 (5.2) 式預測出後17個因子設定的區間後, 將它與觀測區間比較如圖5.2。 圖中

符號 『。』 代表利用 (5.2) 得到的預測區間, 方形的符號代表觀測區間, 圖5.2中區間的

順序由下往上分別是x1到x18。 我們發現在x4、x13、x18下,預測區間與觀測區間的差異

較大, 有可能是預測的不好, 也有可能該觀測區間為離群值。 使用 (5.3) 式得到x1的

預測區間, 可發現 x1的數據雖然沒有納入模型選取的步驟中, 但該預測區間與觀測區

間也相當接近。 圖5.3展示了 (5.1) 式與 (5.2),(5.3) 式之預測區間的比較。 由圖5.3

可發現這兩種方法得到的預測區間相當近似,而且最小平方估計式得到的預測區間會

稍微短一點。

接著取k = 1, 其表示模型擬合與模型預測同等重要。 模型選取的結果如表5.5。

與k = 0得到的模型相同, 但MinRisk的值較大。 若記該選出的模型為M∗
1 , 則區間
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圖 5.2: 距離一,k=0, 與觀測區間之比較
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圖 5.3: 距離一,k=0, 與PRESS之比較
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表 5.5: 距離一,k=1選出的模型M∗
1

反應變數 選取效應 MinRisk值

cx的模型 ψA,l(x), ψA,q(x) 110.557

zx的模型 ψA,l(x), ψB,q(x), ψA,q(x)ψB,q(x)

預測式為:

(Î∗
m∗,2, Î∗

m∗,3, ..., Î∗
m∗,18) = arg{minÎm∗,2,...,Îm∗,18

18
∑

j=2

(EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)] + d((Îm,j , Iobs,j)))},

(5.4)

利用 (5.4) 式預測出後17個因子設定的區間後, 將它與觀測區間比較如圖5.4。 圖中

符號 『。』 代表利用 (5.4) 得到的預測區間, 方形的符號代表觀測區間。 圖5.4中區

間的順序由下往上分別是x1到x18。 我們發現預測區間與觀測區間的差異有減小的趨

勢, 這是因為對模型擬合的要求提高導致。x1由於我們將之視為未做實驗的設定, 故

預測式和(5.3) 相同, 得到的預測區間也和k = 0時一樣。 圖5.5展示了 (5.1) 式與
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圖 5.4: 距離一,k=1, 與觀測區間之比較

(5.3),(5.4) 式之預測區間的比較。 由圖可發現這兩種方法得到的預測區間除了x4以
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外都相當近似, 而且 (5.1) 式得到的預測區間會稍微短一點。 至於在x4時, 預測區間

明顯往觀測區間移動, 因此兩者差異較k = 0要明顯。
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圖 5.5: 距離一,k=1, 與PRESS之比較

接著取k = 100, 其表示重視模型擬合的程度遠超過模型預測, 由前面的經驗, 我

們預期此時後17個設定的預測區間應該要和觀測區間相當接近。 模型選取的結果如

表5.6。 與k = 0或1時得到的模型相同, 但MinRisk的值更大。 若記該選出的模型

表 5.6: 距離一,k=100選出的模型M∗
100

反應變數 選取效應 MinRisk值

cx的模型 ψA,l(x), ψA,q(x) 131.291

zx的模型 ψA,l(x), ψB,q(x), ψA,q(x)ψB,q(x)

為M∗
100, 則區間預測式為:

(Î∗
m∗,2, Î∗

m∗,3, ..., Î∗
m∗,18) = arg{minÎm∗,2,...,Îm∗,18

18
∑

j=2

(EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)] + 100d((Îm,j, Iobs,j)))},

(5.5)

利用 (5.5) 式預測出後17個因子設定區間的預測值後, 將它與觀測區間比較如圖5.6。

圖中符號 『。』 代表利用 (5.5) 得到的預測區間, 方形的符號代表觀測區間。 圖5.6中
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區間的順序由下往上分別是x1到x18。 我們發現預測區間與觀測區間的幾乎重疊,與我

們的預期一樣。 而x1仍用(5.3) 來做預測, 故結果和之前一樣。 圖5.7展示了 (5.1) 式
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圖 5.6: 距離一,k=100, 與觀測區間之比較

與 (5.3),(5.5) 式之預測區間的比較, 可發現此圖與圖5.1幾乎一樣。

由以上的觀察, 我們發現k扮演的角色就是在預測與擬合之間做取捨。 k = 0時,

利用 (5.1) 式得到的預測區間和 (5.2) 式差不多, 但當k變大到100時,(5.5) 式得到

的預測區間幾乎和原本觀察到的區間一樣。這其實可以從下面的性質得知:

limk→∞
E(crep,l|Iobs) + kcxl

k + 1
= cxl

limk→∞ln(
E(ezrep,l|Iobs) + kezxl

k + 1
) = zxl

.

因此當k夠大的時候預測區間必定會和觀察區間相當接近。 然而這就類似迴歸分析中

直接拿觀測值來當做預測值一樣, 並不一定可靠。
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圖 5.7: 距離一,k=100, 與PRESS之比較
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5.2.2 第二種區間距離函數

首先取k = 0, 代表不考慮模型擬合, 則模型選取的結果如表5.7。 與結果與用距

表 5.7: 距離二,k=0選出的模型M∗
0

反應變數 選取效應 MinRisk值

cx的模型 ψA,l(x), ψA,q(x) 14.759

zx的模型 全部的效應

離一、k = 0時不同, 其中cx的部分保留 A 的線性與二次效應, 而zx的部分則選入所

有的效應。 若記表5.7中選出的模型為M∗
0 , 則對x2, ..., x18的區間預測式為:

(Î∗
m∗,2, Î∗

m∗,3, ..., Î∗
m∗,18) = arg{minÎm∗,2,...,Îm∗,18

18
∑

j=2

EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j , Irep,j)]},

(5.6)

而對x1的區間預測式為:

Î∗
m∗,1 = arg{minÎm∗,1

EI1|Iobs
[L(Îm∗,1, I1; Iobs,j)]} (5.7)

利用 (5.6) 式預測出後17個因子設定的區間後, 將它與觀測區間比較如圖5.8。 圖中

符號 『。』 代表利用 (5.6) 得到的預測區間, 方形的符號代表觀測區間, 圖5.8中區間的

順序由下往上分別是x1到x18。 我們發現在x4、x13、x18下,預測區間與觀測區間的差異

較大, 有可能是離群值。 使用 (5.7) 式得到x1的預測區間, 可發現 x1的數據雖然沒有

納入模型選取的步驟中, 但預測區間與觀測區間重疊也相當接近。 圖5.9展示了 (5.1)

式與 (5.6),(5.7) 式之預測區間的比較。 由圖5.9可發現這兩種方法得到的預測區間

相當近似, 而且最小平方估計式得到的預測區間會稍微短一點。

接著取k = 1, 其表示模型擬合與模型預測同等重要。 模型選取的結果如表5.8。

與k = 0得到的模型相同, 但MinRisk的值較大。 若記該選出的模型為M∗
1 , 則區間

預測式為:

(Î∗
m∗,2, Î∗

m∗,3, ..., Î∗
m∗,18) = arg{minÎm∗,2,...,Îm∗,18

18
∑

j=2

(EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)] + d((Îm,j , Iobs,j)))},

(5.8)
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圖 5.8: 距離二,k=0, 與觀測區間之比較
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圖 5.9: 距離二,k=0, 與PRESS之比較
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表 5.8: 距離二,k=1選出的模型M∗
1

反應變數 選取效應 MinRisk值

cx的模型 ψA,l(x), ψA,q(x) 19.526

zx的模型 全部的效應

利用 (5.8) 式預測出後17個因子設定的區間後, 將它與觀測區間比較如圖5.10。 圖中

符號 『。』 代表利用 (5.8) 得到的預測區間, 方形的符號代表觀測區間。 圖5.10中區間

的順序由下往上分別是x1到x18。 我們發現預測區間與觀測區間的差異有減小的趨勢,

尤其是x4設定最明顯, 這是因為對模型擬合的要求提高導致。x1由於我們將之視為未

做實驗的設定, 故預測式和(5.7) 相同, 得到的預測區間也和k = 0時一樣。 圖5.11

6 8 10 12 14 16 18 20 22
0

5

10

15

20

25

30

35

40
MinRisk(o) VS Observed(square)

圖 5.10: 距離二,k=1, 與觀測區間之比較

展示了 (5.1) 式與 (5.7),(5.8) 式之預測區間的比較。 由圖可發現這兩種方法得到的

預測區間除了x4以外都相當近似, 而且 (5.1) 式得到的預測區間會稍微短一點。 至於

在x4時, 預測區間明顯往觀測區間移動, 因此兩者差異較k = 0要明顯。

接著取k = 100, 其表示重視模型擬合的程度遠超過模型預測, 由前面的經驗, 我

們預期此時後17個設定的預測區間應該要和觀測區間相當接近。 模型選取的結果如

表5.9。 與k = 0或1時得到的模型相同, 但MinRisk的值更大。 若記該選出的模型
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圖 5.11: 距離二,k=1, 與PRESS之比較

表 5.9: 距離二,k=100選出的模型M∗
100

反應變數 選取效應 MinRisk值

cx的模型 ψA,l(x), ψA,q(x) 13.805

zx的模型 全部的效應

為M∗
100, 則區間預測式為:

(Î∗
m∗,2, Î∗

m∗,3, ..., Î∗
m∗,18) = arg{minÎm∗,2,...,Îm∗,18

18
∑

j=2

(EIrep,j |Iobs
[d(Îm,j, Irep,j)] + 100d((Îm,j, Iobs,j)))},

(5.9)

利用 (5.9) 式預測出後17個因子設定區間的預測值後, 將它與觀測區間比較如圖5.12。

圖中符號 『。』 代表利用 (5.9) 式得到的預測區間, 方形的符號代表觀測區間。 圖5.12

中區間的順序由下往上分別是x1到x18。 我們發現預測區間與觀測區間的幾乎重疊,與

我們的預期一樣。而x1仍用(5.7) 式來做預測, 故結果和之前一樣。 圖5.13展示了 (5.1)

式與 (5.7),(5.9) 式之預測區間的比較, 可發現此圖與圖5.1幾乎一樣。

由以上的觀察, 我們發現k扮演的角色就是在預測與擬合之間做取捨。 k = 0時,

利用 (5.1) 式得到的預測區間和 (5.6) 式差不多, 但當k變大到100時,(5.9) 式得到
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圖 5.12: 距離二,k=100, 與觀測區間之比較
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圖 5.13: 距離二,k=100, 與PRESS之比較
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的預測區間幾乎和原本觀察到的區間一樣。

5.2.3 兩種區間距離函數的比較

從圖5.14到圖5.16, 我們發現不管k為多少, 第一種區間距離函數所預測出來的區

間都比第二種的要長一些, 這是因為第二種區間距離函數對預測區間超出與不及觀測

區間的部分不再是給予一樣的懲罰, 而會納入它們重疊部分的資訊來做調整, 使得超

出觀測區間的懲罰較重。
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圖 5.14: k=0, 兩種距離的比較
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圖 5.15: k=1, 兩種距離的比較
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圖 5.16: k=100, 兩種距離的比較
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第 6 章

結論

本文在決策理論的架構下發展了針對區間反應變數的預測式與模型選取準則。 我

們定義了兩區間的距離與損失函數, 接著在一般化的條件下推導出區間預測式, 再利

用該式進而得到模型選取的準則。 接著我們將區間距離函數指定形式, 第一種類似單

一反應變數中的平方誤差損失, 雖然其中有些分配不易推導, 但可用大樣本的漸進分

佈來處理。第二種區間距離函數則是在第一種距離中再加入了兩區間重疊長度比例的

考量, 形式複雜許多, 推導不易故用電腦程式來模擬。 在第5章我們實際用了Li et al.

(2001)的實驗數據來檢驗這些區間預測式與模型選取準則的表現,而我們發現使用本

文的方法在模型選取時會選出一個效應較多的模型, 尤其在第二種區間距離函數下更

是明顯。而區間預測式隨著k值增大時, 也符合預期的接近了觀測區間。 由於第二種區

間距離函數不像第一種只考慮兩區間端點的差異, 而多考慮了兩區間重疊的長度, 故

在Li et al. (2001)的實驗數據下, 我們看到使用第二種區間距離函數得到的區間預測

值幾乎都比第一種的要短, 這也是符合我們所預期的。

由於本文在數據背後的假設只考慮了模型一, 在後續的研究上可以試著用其它的

模型。 然而區間距離函數的形式也很多樣化, 本文並未說明這兩種區間距離函數有什

麼好的性質, 而純粹以直觀的角度建立了兩種區間距離函數, 故找出一個具有好的性

質的區間距離函數也是一個可以繼續努力的目標。
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