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第三章 相關研究與改進方法 
 

3.1 相關研究 

本章節主要重點，搜集了幾種整數型態 FFT 方法並加以說明。分別用 FFT2、

FFT3 和 FFT4 來區分各種不同整數型態 FFT。 

3.1.1 整數型態 FFT2 [ 2] 

本篇稱[ 2]的方法為整數型態 FFT2，以下簡稱 FFT2。由於 FFT1 在複數乘法

運算上要用到 4 個暫存器。而 FFT2 的方法，其優點是複數乘法運算只要 2 個暫

存器，所付出的代價就是需要”Three Step Lifting”[ 5] (運算過程中，會對分支 A

作運算(如下圖虛線處)，稱為 Lifting)，會降低運算速度。 

 

圖 3- 1 Lifting 示意圖 

首先說明 FFT1 的複數乘法需要的暫存器數量，假設 ir jxxx += ，其中 rx 和

ix 分別為實數部和虛數部的值。另假設 jsca += 其中 c 和 s 分別代表 θcos 和

θsin 。 

將兩個複數相乘得到下式： 

)sxj(cx)sx(cxaxy riir ++−=×=  

由上式可知 FFT1 的複數乘法要有 4 個暫存器，分別存放 rcx 、 isx 、 icx 和 rsx

的值。 

 

1x

2x 212 xAxy +=  

11 xy =

A Lifting 
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接下來介紹 FFT2 的方法，首先將 y 轉換成下面的矩陣形式[ 2]： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

i

r

x
x

cs
sc

]j1[y  

再將上面矩陣形式用下圖[ 2]，表示其複數乘法運算過程的圖形。 

 
圖 3- 2 複數乘法圖形 

 

將之前的單一矩陣化分成三個矩陣相乘如下[ 2]：  

⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
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⎣
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=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−−−−

10
1

1s
01

10
1

cs
1

10
1

cs
sc

R S
1C

S
1C

S
1C

S
1C

 

 

其中 1 可表示為 22 cs + (因為 1cossin 22 =+ θθ )，本篇稱此矩陣為第一類型矩

陣。將第一類型矩陣化成圖 3- 3(a)。 

 

圖 3- 3 第一類型矩陣圖形 
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再進行減化可得圖 3- 3(b)，運算過程即先前所稱的 Three Step Lifting，而

Three Step Lifting 的複數運算步驟如下： 

第一個 Lifting= ir x
s

1cx ×
−

+ 。 

第二個 Lifting=第一個 Lifting iiri xsx
s

1cxxs +×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

−
+=+× 。  

第三個 Lifting=第一個 Lifting+第二個 Lifting
s

1c −
×  

   =
s

1cxsx
s

1cxx
s

1cx iirir
−

×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

−
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

−
+ 。 

 

由上可知其複數運算，只需用 2 個暫存器分別存放 rx 和 ix ，再利用反覆疊

代，就可完成複數運算。將圖 3- 3(b)中兩個主要參數 s和
s

1c −
各乘上 SF，並建入

Table 表內。另外因為 rx 和 ix 已內含 SF 倍，所以在運算 Lifting 時，都先乘上
SF
1

將其倍數還原成 1 後再作運算，如下圖(a)所示。再將(a)簡化成(b)的圖形。 

 

 

圖 3- 4 整數型態 FFT2 複數運算圖形 
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最後將圖 2- 7 內的 W 置換成圖 3- 4(b)，結果如下圖所示。 

 

圖 3- 5 整數型態 FFT2 蝴蝶圖 

 

3.1.2 整數型態 FFT3 [ 5] 

FFT2 改進了 FFT1 的缺點，但 FFT2 所付出的代價就是要 Three Step Lifting

的複數運算步驟，增加運算時間。因此[ 5]提出了 Two Step Lifting 改進方法，本

篇將此方法稱為整數型態 FFT3。 

首先將之前所提到的單一矩陣化成三個矩陣相乘如下所示，本篇稱此矩陣為

第二類型矩陣。 
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再用之前 FFT2 所介紹過的簡化方法，簡化成圖 3- 6(b)。 
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圖 3- 6 第二類型矩陣圖形 

 

由上圖可知 FFT3 複數乘法只需 Two Step Lifting，加快了運算速度。將上圖

(b)中的四個主要參數 c、
s
c

− 、
c
1
和 sc各乘上 SF，並建入 Table 表內，另外因為

rx 和 ix 已內含 SF 倍，所以在運算 Lifting 時，都先乘上
SF
1

將其倍數還原成 1 後

再作運算，如下圖(a)所示。再將(a)簡化成(b)的圖形。 

再將圖 2- 7 內的 W 置換成下圖(b)，結果和圖 3- 5 相似。 

 

圖 3- 7 整數型態 FFT3 複數運算圖形 
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3.1.3 整數型態 FFT4 [ 9] 

本篇稱[ 9]的方法為整數型態 FFT4，其優點為 FFT4 在 N=512 時，只要 18

個建表元素(靜態值)，節省許多記憶體容量。所付出的代價就是其它的 W 值(動

態值)，要用運算方式算出來，會有誤差發生。 

舉一例說明靜態值和動態值的差別： 

假設 SF=1024，只將 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

8
sin π

和 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

8
cos π

建入 Table 表中，分別為 392(靜態值)

和 946(靜態值)兩個值。若原本在運算時需要第三個值為 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
sin π

，可是並沒在

Table 表中，就利用三角函數性質 θθθ cossin2)2sin( = 求出其動態值為

724
SF

9463922
=

×× (其中因為 392 和 946 分別內含 SF 倍，兩者相乘後則為 2SF

倍，所以要乘上
SF
1

才可使求出的值內含相同的 SF 倍)。 

而 FFT4 就是用類似的方式，每級只需 2 個建表元素(靜態值)，就可求得同

一級內所需的 W 值(動態值)，又[ 9]取 92512N == 共有九級，所以共需 18 個建

表元素(靜態值)，如下表所示(其中 Table_c[m]和 Table_s[m]，分別為第 m 級 cos

和 sin 的建表值)： 

 

 第 1 級 第 2 級 第 3 級 第 4 級 第 5 級 

Table_c[m] )0cos(  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
cos π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

8
cos π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
16

cos π  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

32
cos π  

Table_s[m] )0sin(  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
sin π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

8
sin π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
16

sin π  

 第 6 級 第 7 級 第 8 級 第 9 級  

Table_c[m] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

64
cos π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
128

cos π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

256
cos π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

512
cos π   

Table_s[m] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

32
sin π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

64
sin π  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
128

sin π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

256
sin π   

表格 3- 1 FFT4(N=512)建表元素值 
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例如要求第3級的 cos和 sin的建表值，則由表格3- 1得知Table_c[3]= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

8
cos π

和 Table_s[3]= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
sin π

。 

接下來說明 W 值(動態值)運算方法，我們將圖 2- 7 中，每級所需的 W 值列

出，如下表所示： 

 所需 W 值 

第 1 級 01
8

0sin
8

0cos0 jjWN +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

ππ  

第 2 級 0
NW 、 jjWN −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 0

8
4sin

8
4cos2 ππ  

第 3 級 0
NW 、 707.0707.0

8
2sin

8
2cos1 jjWN −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

ππ  

2
NW 、 707.0707.0

8
6sin

8
6cos3 jjWN −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

ππ  

表格 3- 2 FFT (N=8)所需 W 值列表 

 

在上表第 1 級中，所需 W 值只有(1+j0)，可以直接由表格 3- 1 中得知，實數

部=Table_c[1]=1 和虛數部=Table_s[1]=0。第 2 級所需的值為(1+j0)和(0-j)，因為

(1+j0)在第 1 級時已求出，所以在第 2 級只要求出(0-j)即可；實數部只要取表格

3- 1 中，第 2 級 Table_c[2]= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
cos π

，並利用三角函數的倍角公式求出 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos π =0，

而虛數部則直接由表格 3- 1 的 Table_s[2]=1，再取負號。用上述方式可求得 FFT4

第 1 級到第 9 級所有的 W 值(動態值)。 

以下為 FFT4 在第 3 級時，所需 W 值(動態值)的實際運算步驟： 

圖 3- 8 中初值 1cc' == , 0ss' == , Table_s[m]η,Table_c[m] ==ε , jsc +=W ，

虛線箭頭代表同一級作循環運算時，設定 ss'c,c' == (也就是將輸出的結果，放到

輸入端去作循環運算)。 
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圖 3- 8 FFT4 W 值(動態值)運算圖形 

 

首先設定初值 1cc' == 和 0ss' == ，接下來設定 ηε , ，由表格 3- 1 得知第 3

級的 0.9239
8
πcos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ε 和 0.707

4
πsin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=η 。完成設定後利用上圖的運算方

式，開始進行運算，其過程如下。 

 

第 3 級第一次運算： 

0.7070(0.707)1)0.92392(0
s')(c')2(s's

0.70710.707)(0)0.92392(1
c')(s')2(c'c

2

2

2

2

=+×+×−×=

+×+−×=

−=+−×+×−×=

+−×+−×=

ηε

ηε

 

 

第 3 級第二次運算： 

運算方式同上，不同點為進入循環運算。由圖 3- 8 中虛線得知

0.707ss'-0.707,cc' ==== 。 

10.707(0.707)0.707)0.92392(0.707
s')(c')2(s's

00.7070.707)(0.707)0.92392(0.707
c')(s')2(c'c

2

2

2

2

−=+×−×−×=

+×+−×=

=−−×+×−×−=

+−×+−×=

ηε

ηε

 

 

22ε−

η
22ε−

η−
c'  

s'  

c

s

同級循環運算 
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第 3 級第三次運算： 

0.7071(0.707)0)0.92392(1s
0.70700.707)(1)0.92392(0c

-1ss',0cc'

2

2

=−×+×−×−=

=+−×−×−×=

====

 

 

由一開始的初值設定 1c = , 0s = 和三次運算結果，可得到 4 個 W 值(動態值)

分別為(1+j0)、(-0.707+j0.707)、(0+j1)和(0.707+0.707)，將 W 值(動態值)和圖 2- 7

中第 3 級所需的 W 值(表格 3- 2)作比對後，W 值(動態值)和表中的 W 值一樣。對

於有正負號差異的 W 值(動態值)，只要用程式加負號即可。 

 

3.2 改進方法(整數型態 FFT5) 

 

首先由 FFT4 可知其優點為建表元素個數只需 18 個(靜態值)，但是利用原先

在建表時，已有誤差的 W 值(靜態值)，去求其它 W 值(動態值)則誤差會更大。所

以本篇提出的FFT5優點，就是不用有誤差的W值(動態值)來作運算，全部用Table

表內的 W 值(靜態值)，來增加運算時的精確度。而所付出的代價就是建表元素在

N=512 時，比 FFT4 多 110 個。接下來介紹 FFT5 的方法： 

首先求出FFT4中所有W動態值和W靜態值共512個，其範圍為 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×π

256
sin n

和 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×π

256
cos n

其中 255,,2,1,0 K=n 。若我們直接建表則需要建兩個表，分別為

sinTable 和 cosTable 各 256 個共 512 個建表元素，對於記憶體要求會大了一些，

所以要進行簡化。 

由三角函數性質得知 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= θπθ

2
sin)cos( ，所以 )cos(θ 的值全部可由 )sin(θ 來

代替，如此一來就只要建一個 sinTable 表共 256 個元素。又 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×π

256
sin n

的角度



 

 24

範圍為
256

255~0 π
，再利用 ( )θπθ −= sin)sin( 的性質,其中 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤

2
0 πθ ，使角度範

圍縮小到 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
~0 π

之間。最後只需用到 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×π

256
sin n

，其中 127,,2,1,0 K=n ，共 128

個建表元素，和未作簡化前的 512 個建表元素的數量差了四倍。 

接下來我們將圖 3- 2 中的參數 s 乘上 SF，建成 Table 表。因為 rx 和 ix 已內

含 SF 倍，所以在運算時，都先乘上
SF
1
將其倍數還原成 1 後再作運算，如下圖(a)

所示。再將(a)簡化成(b)的圖形。因為只用一個 Table 表，c 值只要在 sinTable 表

中取相對位置的值即可，因此(a)圖中用s'來代替 c。 

再將圖 2- 7 內的 W 置換成下圖(b)，結果和圖 3- 5 相似。 

 

圖 3- 9 複數乘法簡化圖形 
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