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摘要

在實驗設計中, 經常因為成本上的考量無法執行完全因子設計, 而必須選擇實

驗次數較少的部分因子設計。 與完全因子設計相比, 部分因子設計中會產生效應

混淆的情形。 在傳統實驗設計中常使用的固定效應模型下, 效應混淆的性質已有

完整且有系統的討論與發展。 然而在電腦實驗設計中, 經常使用的模型是隨機域

模型, 而在隨機域模型下, 該如何發展及討論效應混淆的情形, 在文獻上則較少有

深入的探討。Wang (2009)論文中討論了在隨機域模型下, 二水準的正規設計中的

效應混淆情形, 在本論文中我們將推廣至更一般的部分因子設計。 我們將在本論

文中討論多水準因子在隨機域模型下各種效應的重要性, 並對任意的部分因子設

計提出方法來觀察隨機域模型下的效應混淆程度。
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第 1章

緒論及文獻探討

1.1 緒論

在一般實驗設計中, 對使用完全因子設計(full fractorial design) 或部分因子

設計 (fractional fractorial design) 下的實驗, 經常使用的分析模型為固定效應

模型 (fixed effect model)。 對固定效應模型, 實驗設計的各種性質及理論, 在文

獻上已有完整的發展。 然而, 近年來電腦實驗 (computer experiment) 的實驗設

計經常使用的分析模型為隨機域模型 (random field model), 而隨機域模型中許

多實驗設計的課題, 尚未發展得很成熟。 因此本篇論文的重點是嚐試將在固定效

應模型下已發展的觀念與性質, 推廣至隨機域模型。

本論文將探討如何把固定效應模型中效應混淆 (effect aliasing)的觀念推廣至

隨機域模型。 Steinberg and Bursztyn (2004)將隨機域模型與固定效應模型透過

隨機效應模型(random effect model) 作連結。Wang (2009)已討論如何對二水準

的正規(regular) 部分因子設計, 使用此連結來觀察隨機域模型中效應混淆的嚴重

程度。本論文將延續Wang (2009)的論點來觀察對任意的部分因子設計(例如多水

準因子、非正規設計), 如何觀察隨機域模型內效應混淆的嚴重程度。 因此, 我們將

會在隨機域模型下, 討論效應的重要性, 以及任意設計的效應混淆情形這些課題。

內文的部分, 下一節為文獻回顧, 介紹一些本論文需要的預備知識, 包含完全

因子設計、 部分因子設計、 部分因子設計下的效應混淆以及隨機域模型。 第二章

則探討在任意水準的因子設計下, 隨機域模型中效應的重要性。 我們發現隨機域

模型下效應的重要性可用設計所形成的相關係數矩陣的特徵值作為指標。 在定義
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完效應重要性後, 第三章將討論在部分因子設計下效應混淆的程度, 從模型由簡

單到複雜的觀點來說明效應的混淆如何變嚴重, 並用兩個不同角度來探討隨機域

模型下混淆的嚴重程度。 第四章為結論。

1.2 文獻回顧

本節文獻回顧將介紹固定效應模型下的效應混淆, 並簡單介紹隨機域模型。 在

第一子節與第二子節簡單介紹完全因子設計以及部分因子設計, 並討論固定效應

模型下部分因子設計的效應混淆, 其中第一子節介紹具有完全混淆 (fully alias-

ing)性質的部分因子設計, 第二子節則介紹具有不完全混淆 (partial aliasing)性

質的部分因子設計。 第三子節介紹隨機域模型與其性質。 最後第四子節則介紹三

種模型的比較, 分別為固定效應模型、 隨機效應模型以及隨機域模型。

1.2.1 二水準完全因子設計與部分因子設計

若一實驗有 n 個因子, 在每次試驗 (run) 時, 每個因子會有設定值, 此設定值

我們稱之為水準 (level)。每一次試驗皆產生一組長度為 n的向量 x = (x1, . . . , xn),

其中 xi ∈ {−1,+1}, i = 1, . . . , n, 為第 i 個因子的設定值, 而我們稱此向量 x

為一組水準組合(level combination)。

因為每個因子皆有 +1,−1 兩個水準設定, 故所有可能的水準組合有 2n 種,

若實驗做全部的水準組合, 稱此設計為 2n 完全因子設計。 但當 n 大時, 在實務

上往往因為時間或金錢因素而無法執行完全因子設計, 此時只能從 2n 個水準組

合中挑一部分來執行, 我們稱此設計為部分因子設計。 在部分因子設計中, 最常使

用的為 2n−k 部分因子設計, 執行的不同水準組合共有 2n−k 種, 是完全因子設計

的2−k 倍。 挑選 2n−k 種水準組合的過程可先從 n 個因子中挑選 n − k 個因子,

對此 n − k 個因子作完全因子設計, 其他 k 因子的水準設定值則為前 n − k 個

因子的某些因子水準設定值的乘積。 在以此方法挑選的 2n−k 部分因子設計中, 任

兩個效應會完全混淆或完全直交, 我們稱這種部分因子設計為正規設計。 下一子

節我們會介紹非正規的部分因子設計。

例 1. 若一實驗有五個因子 A,B,C,D,E, 若現在想得到一個 25−2 部分因子設
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計, 則我們可先取 A,B,C 三個因子的完全因子設計, 若令 D 因子的水準設定

值為 A,B,C 因子各自水準設定值的乘積, 令 E 因子的水準設定值為 A,C 因

子各自水準設定值的乘積, 則可以 D = ABC,E = AC 來表示, 我們稱此為定

義關係 (defining relation)。 由其可得此設計的定義對比子群 (defining contrast

subgroup) 為

I = ABCD = ACE = BDE.

對這個設計, 當我們在估計 D 因子的主效應時, 會得到跟 A,B,C 交互作用一樣

的估計式, 也就是

ȳ(D+)− ȳ(D−) = ȳ(ABC+)− ȳ(ABC−),

因此在估計此效應時,我們無法區別是估計 D 的主效應或是 A,B,C 交互作用效

應,故我們稱 D 的主效應與 A,B,C 交互作用效應產生了混淆,以 D = ABC 表

示。若要得到所有效應彼此之間的混淆關係,則可對定義對比子群 I = ABCD =

ACE = BDE 此等式乘上任一效應, 可得

I = ABCD = ACE = BDE,

A = BCD = CE = ABDE,

B = ACD = = ABCE = DE,

C = ABD = AE = BCDE,

D = ABC = ACDE = BE,

E = ABCDE = AC = BD,

AB = CD = BCE = ADE,

AD = BC = DCE = ABE,

以上每一列中的四個效應估計式皆相等, 因此這些效應彼此混淆在一起, 以上每

一列中的效應所形成的集合, 我們稱之為一個混淆集合 (alias set)。

對於部分因子設計中的效應混淆情形, 在固定效應模型下已有許多評斷效應

混淆嚴重程度的準則, 如最高解析度準則 (maximun resolution criterion) 以及

最小偏差準則 (minimun aberration criterion)。 在介紹這兩準則前, 需先定義解
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析度 (resolution)以及字長模式 (word length pattern)。解析度為定義對比子群

中, 長度最短的字串之長度。 字長模式則對定義對比子群中的字串, 以一個向量依

字串長度的順序記錄各種長度的字串之個數, 其中最短為3的長度 (因為一般設

計皆不允許有長度為2的字串), 最長為因子個數。 若在所有設計中, 選取有最大

解析度的設計, 則稱最高解析度準則。 而最小偏差準則是依序比較字長模式中的

每個位置的數字大小, 在頭一個數字不相同的位置上, 此位置的字串個數較小者

被認為是混淆較不嚴重的設計。 以下將用這兩個準則來比較兩個部分因子設計。

例 2. 若有兩 26−2 部分因子設計, 因子分別為 A,B,C,D,E, F , 第一個部分因

子設計的定義關係為 E = ABC,F = ABD, 則定義對比子群為 I = ABCE =

ABDF = CDEF , 最短的字串長度為4, 所以此設計的解析度為IV, 字長模式為

(0,3,0,0)。 第二個部分因子設計的定義關係為 E = ABCD,F = AB, 則定義對

比子群為 I = ABCDE = ABF = CDEF , 最短的字串長度為3, 所以此設計

的解析度為III, 字長模式為 (1,1,1,0)。 第一個設計解析度為IV, 第二個設計解析

度為III, 所以由最高解析度準則會認為第一個設計混淆較不嚴重。 若由最小偏差

準則, 第一個設計字長模式為 (0,3,0,0), 第二個設計字長模式為 (1,1,1,0), 則因

為這兩個向量在第一個位置就不相等且 0 < 1, 所以認為第一個設計混淆較不嚴

重。

1.2.2 多水準因子設計與效應不完全混淆的部分因子設計

在部分因子設計中, 較常見的為1.2.1節所提的 2n−k 部分因子設計, 它是 2n

完全因子設計經過一個定義關係而選出來的部分因子設計。 然而在某些情況, 我

們常會希望試驗次數能夠更有彈性, 並且在許多多水準的部分因子設計中, 並無

法如同前一子節建構設計 2n−k 部分因子設計的方法來選取水準組合, 我們稱這

些部分因子設計為非正規設計 (nonregular design)。 在固定效應模型中, 非正規

設計經常會因效應不完全混淆而產生複雜混淆 (complex aliasing) 的情形, 而在

這時候經常會使用混淆矩陣 (alias matrix) 來了解設計中效應混淆的程度。 以下

簡單介紹如何由混淆矩陣來觀察混淆程度。

假設 y 是一個 N × 1 向量, X1 以及 X2 各別為 N × k1 以及 N × k2 矩陣,
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其中 X1 及 X2 的每一行皆代表一個效應, 且 β1 與 β2 各別為 k1 × 1 與 k2 × 1

的參數向量。 假設真實模型為

y = X1β1 + X2β2 + ε, (1.1)

其中 E(ε) = 0 和 var(ε) = σ2I, I 為單位矩陣。 若我們用的配適模型 (fitted

model) 為

y = X1β1 + ε, (1.2)

且我們現在主要有興趣的參數為 β1, 那麼在模型 (1.2) 下的最小平方法 (ordi-

nary least square) 估計式為

β̂1 = (XT
1X1)

−1XT
1 y.

而在真實模型 (1.1) 下, 其期望值為

E(β̂1) =(XT
1X1)

−1XT
1E(y)

=(XT
1X1)

−1XT
1 (X1β1 + X2β2)

=β1 + (XT
1X1)

−1XT
1X2β2,

(1.3)

可看出在真實模型下, (XT
1X1)

−1XT
1X2β2 是 β̂1 的偏差(bias)。 我們稱

L = (XT
1X1)

−1XT
1X2

為混淆矩陣, 它能提供 X2 內的效應對 X1 內的效應之混淆係數。

例 3. 若有一個兩水準三因子部分因子設計, 假設有6個實驗次數, 設計矩陣為

Run A B C

1 − − −

2 − − +

3 − + −

4 − + +

5 + − −

6 + − +
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模型矩陣 (model matrix) 為

I A B C AB AC BC ABC

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 1 −1 −1 1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 1 −1 1 −1 −1



.

利用 (1.3), 若以 X1 為 I 效應, X2 為其他效應, 則可得到

E(β̂I) = βI −
1

3
βA −

1

3
βB −

1

3
βAB,

由此我們可看到 I 與 A、 B 以及 AB 有不完全混淆, 且混淆係數皆為 −1
3
。 若以

X1 為 A 效應, X2 為其他效應, 則可得到

E(β̂A) = βA −
1

3
βI −

1

3
βB −

1

3
βAB,

由此我們可看到 A 與 I、 B 以及 AB 有不完全混淆, 且混淆係數皆為 −1
3
。 相同

地, 可得到

E(β̂B) = βB − 1
3
βI − 1

3
βA − 1

3
βAB,

E(β̂C) = βC − 1
3
βAC − 1

3
βBC − 1

3
βABC ,

可分別得知 B 與 I、 A 、 AB 有不完全混淆, 以及 C 與 AC、 BC 、 ABC 有不

完全混淆, 且混淆係數皆為 −1
3
。

1.2.3 隨機域模型

在介紹隨機域模型之前,首先介紹何謂高斯隨機函數 (Guassian random func-

tion)、 平穩性 (stationary) 以及相關係數函數 (correlation function)。

定義 1. 假設 χ ∈ <n, 其中 n 為正整數, 代表因子個數, 而 χ 為實驗區間。 對

任意 x1, . . . ,xL ∈ χ , 若 (Z(x1), . . . , Z(xL)) 為一個多維常態分配, 則我們稱

Z(x) 是一個高斯隨機函數。
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高斯隨機函數是由 µ(x) ≡ E{Z(x)},x ∈ χ以及它的相關係數函數 cov{Z(x1), Z(x2)},

x1,x2 ∈ χ 所決定。

定義 2. 假設 Z(·)為一個隨機函數, 對任意 h ∈ <n 及任意 x1, . . . ,xL ∈ χ使得

x1+h, . . . ,xL+h ∈ χ, 若滿足 (Z(x1), . . . , Z(xL))與 (Z(x1+h), . . . , Z(xL+

h)) 有相同的分配, 則稱 Z(·) 有平穩性。

在一般情況下, 我們會要求高斯隨機函數具有平穩性。 我們可很容易地證明具有

平穩性的高斯隨機函數滿足

cov{Z(x1), Z(x2)} = C(x1 − x2) ≡ C(h), (1.4)

其中 C 為某個共變異函數 (covariance function)。由 (1.4)式可得知 Z(x1), Z(x2)

的共變異數僅由 x1,x2 的距離來決定, 與 x1,x2 的位置無關。

令 C(0) = σ2, 則 R(h) = C(h)/σ2,h ∈ <n, R(·) 稱之為相關係數函數。 相

關係數函數 R(·) 必須滿足以下性質:

1. R(0) = 1,

2. R(−h) = R(h), 也就是 R(·) 函數必須對稱於原點,

3. R(·) 為正半定 (positive semidefinite) 函數。

在Sacks et al. (1989)此論文所使用相關係數函數為

R(x1,x2) =
∏
s

exp{−λs|x1s − x2s|α(s)},

其中 x1 = (x11, . . . , x1n),x2 = (x21, . . . , x2n), λs > 0, α(s) ∈ (0, 2]。 本篇論文

將使用此相關係數函數, 並給定 α(s) = 2, 也就是

R(x1,x2) =
∏
s

exp{−λs(x1s − x2s)2}.

關於高斯隨機函數及其他常被使用的相關函數之細節,可參考Santner et al. (2003)。

以下我們將介紹隨機域模型。 最一般化的隨機域模型為

Y (x) =
t∑

s=1

βsfs(x) + Z(x) + ε,
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其中 fs(·) 為已知的函數, βs 為未知參數, ε 為誤差項, Z(x) 是平均數為 0 的平

穩高斯隨機函數。 因為在電腦實驗裡只要輸入的設定相同, 則出來的結果也會相

同, 故電腦實驗所使用的隨機域模型, 沒有誤差項, 為

Y (x) =
t∑

s=1

βsfs(x) + Z(x),

因為本文著重在高斯隨機函數的部分, 因此討論的模型中僅有高斯隨機函數, 以

及誤差項, 模型為

Y (x) = Z(x) + ε,

若是想探討電腦實驗的隨機域模型, 僅需將誤差項的變異令為 0 即可。

1.2.4 三種模型的比較

在本論文中, 我們透過隨機效應模型來連結固定效應模型與隨機域模型, 因此

這邊要比較固定效應模型、 隨機效應模型與隨機域模型。

一般實驗設計的數據經常使用固定效應模型 Y =
∑t

i=1 βifi(x) + ε 來做分

析, 其中 fi 為已知的因子效應, βi 為對應的未知參數, 而 ε 則為實驗誤差, 假設

其分配為 ε ∼ N(0, σ2
εI), 則 Y 的分配為

Y (x) ∼ N(
t∑
i=1

βifi(x), σ2
εI),

很明顯地我們可以發現因子影響反應變數的部分為
∑t

i=1 βifi(x), 也就是反應變

數與因子之間的關係是由 Y 的期望值
∑t

i=1 βifi(x) 這個結構來描述。

隨機效應模型與固定效應有相同的模型結構 Y (x) =
∑t

i=1 βifi(x) + ε, 但隨

機效應模型的效應參數為隨機變數, 也就是 βi 為隨機變數, ε同樣為實驗誤差,若

給定 βi ∼ N(0, σ2
βτ

2
i ), 且 βi 之間彼此獨立, ε ∼ N(0, σ2

εI), 則 Y 的分配為

Y (x) ∼ N(0, σ2
βf(x)Σf ′(x) + σ2

εI), (1.5)

其中 f ′(x) = (f1(x), . . . , fn(x))′, Σ為一個對角線矩陣,對角線的元素為 τ 21 , . . . , τ
2
t ,

對角線以外皆為 0。 很明顯可發現在隨機效應模型中, 因子影響反應變數的部分

為 f(x)Σf ′(x), 也就是說, 反應變數與因子之間的關係是透過 Y 的共變異矩陣
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來描述的。 這與固定效應模型中, 反應變數與因子之間的關係是由 Y 的期望值∑t
i=1 βifi(x) 這個結構來描述有很大的不同。

隨機域模型為 Y (x) = Z(x) + ε, 其中 Z(x) ∼ N(0, σ2
ZR), 若給定 ε ∼

N(0, σ2
εI), 則

Y ∼ N(0, σ2
ZR + σ2

εI), (1.6)

其中 R 為由各實驗設定所形成之相關係數矩陣, 故其為因子的函數。 因此可得知

在隨機域模型中, 反應變數與因子之間的關係亦是透過 Y 的共變異矩陣描述的,

但是(1.6) 中的 σ2
ZR 未必可寫成 (1.5) 中的 σ2

βf(x)Σf ′(x) 的型式。

從結構上來看,固定效應模型與隨機效應模型皆使用線性模型 Y =
∑t

i=1 βifi(x)+

ε的結構,透過事先定義好的因子效應 fi(x), 來描述因子與反應變數之間的關聯。

相對之下, 在隨機域模型中則較不易看出因子效應所扮演的角色。 另一方面, 若從

分配上來看, 則隨機域模型與隨機效應模型皆使用 Y 的共變異矩陣來描述因子如

何影響反應變數, 此與固定效應模型用 Y 的期望值來描述反應變數與因子之間的

關係不同。

在第二章, 我們將透過隨機效應模型來連結固定效應模型與隨機域模型, 使得

隨機域模型裡的效應可以用固定效應模型的方式來解釋, 並且觀察相關係數函數

如何影響隨機域模型裡效應的重要性。
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第 2章

隨機域模型下效應的重要性

2.1 固定效應模型中效應的重要性

在一般實驗設計中, 我們經常使用固定效應模型 Y =
∑t

i=1 fi(x)βi + ε, 其

中 fi 代表不同的效應, 如此建模則清楚地可由 βi 的大小來決定效應的重要性,

βi 越大則此效應越重要, 反之, βi 越小則此效應越不重要。 在實驗前, 兩水準實

驗的效應可依等級排序原則 (hierarchical ordering principal, Wu and Hamada

(2009), Sec 4.6) 來定義效應重要性。 這個經驗法則告訴我們相同階數的效應一

樣重要, 且越低階的效應越重要, 反之越高階的效應則越不重要。 例如主效應比二

因子交互效應重要、二因子交互效應則比三因子交互作用效應重要, 依此類推。相

同的, 在數量型(quantitative) 因子的實驗設計也有類似於等級排序原則的結果,

例如線性效應比二次效應重要、 二次效應則比三次效應重要, 依此類推, 且同樣階

數的效應有相同的重要性。 這個經驗法則的產生是經由長期的經驗累積, 因經常

在估計效應時得到低階效應較高階效應容易顯著。

在實驗後, 因為可以得到反應變數的觀測值,故可估計各效應 βi 的估計值。效

應的估計值 β̂i 可決定實驗後此效應的重要性。 我們經常觀察藉由 | β̂i
se(β̂i)
| 是否顯

著大於 0, 來決定此效應是否顯著重要。

很清楚地, 實驗前的效應重要性與實驗後的效應重要性並不一定會一致。 例如

經常在實驗後, 會有某些高階效應較低階效應顯著, 其與等級排序原則並不一致。

我們將依不同的情況來決定效應的重要性, 在實驗前並無反應變數的觀測值所以

只能利用等級排序原則來決定效應的重要性, 而在實驗後得到反應變數的觀測值
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的資訊, 則可依估計值的大小來決定效應的重要性。

我們已介紹如何描述固定效應模型中效應的重要性, 以下我們將透過固定效

應模型、 隨機效應模型與隨機域模型的連結, 將固定效應模型中效應重要性的概

念推廣至隨機域模型。

2.2 固定效應模型、隨機效應模型以及隨機域模型之間

的連結

若現在有一個 n 因子 r 組試驗水準組合的實驗設計, 且以隨機域模型建模

Y (x) = Z(x) + ε,

其中 Z(x)為高斯隨機函數, ε為誤差項。 兩個相異的水準組合之反應值 Y (xi), Y (xj)

會有相關性,此相關性以相關函數 R(xi,xj)表示,其中 xi表示第 i次實驗時各因

子水準形成之 n 維向量, 稱為第 i 次實驗的水準組合, 以 xi = (xi1, xi2, . . . , xin)

表示。 這裡相關函數使用1.2.3小節裡提的

R(xi,xj) = cor(Z(xi), Z(xj)) = exp{−
∑
s

λs(xis − xjs)2} (2.1)

作為本章討論的相關函數, 此相關函數參數 (λ1, λ2, . . . , λn) 記為 λ。由於有 r 組

實驗設定 x1,x2, . . . ,xr, 故以一個 r × r 的相關係數矩陣 R 描述這 r 組實驗之

反應值彼此之間的相關係數, 其 ij 元為 cor(Z(xi), Z(xj))。

對隨機域模型, 並不容易由其模型中明確地了解因子與反應變數之間的效應

關係, 因此我們將用隨機效應模型當作橋樑, 來連接固定效應模型與隨機域模型,

如此可透過固定效應模型來了解在隨機域模型中, 因子與反應變數之間的效應關

係。 在 1.2.4 小節提及固定效應模型、 隨機效應模型與隨機域模型三種模型的比

較, 其中我們指出隨機效應模型可由兩種不同的觀點來看它。 從模型結構上來看

為 Y =
∑t

i=1 βifi(x) + ε, 其與固定效應模型有相似的線性結構, 而若由其反

應變數 Y 的分配上來看, 則在隨機效應模型與隨機域模型, 反應變數與因子之間

的關聯皆由 Y 的共變異矩陣來建立的, 此與固定效應模型利用 Y 的期望值來描

述反應變數與因子的關聯有很大的不同。接下來我們將透過這三種模型之間連結,
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來解讀隨機域模型, 並將固定效應模型上已發展的設計性質與概念, 推廣到隨機

域模型。

因為隨機效應模型與隨機域模型中 Y 的分配有一致性, 即它們皆用共變異矩

陣描述反應變數與因子之關聯, 故我們可令此兩個模型中 Y 的分配相等。 在隨機

效應模型中, 模型結構為 Y =
∑t

i=1 βifi(x) + ε, 其中 βi ∼ N(0, σ2τ 2i ), fi 代表

某效應, 我們可以得到

Fβ ∼ Nn(0, σ2FΣF′),

其中

F = (f1, . . . , f t),

f i = (fi(x1), . . . , fi(xr))
′,

Σ =



τ 21 0 · · · 0

0 τ 22 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · τ 2t


,

F 為一個 r × t 矩陣。 而隨機域模型中, 則得到

(Z(x1), . . . , Z(xr))
′ ∼ Nn(0, σ2R),

若兩個模型要等同, 我們會期望

FΣF′ = R. (2.2)

因為R為相關係數矩陣,故 F中的每一行(效應)皆需適當地標準化(normalized),

方能使得 FΣF′ 亦為相關係數矩陣。 由方陣的特徵值分解, 可以知道若將一個

r × r 的矩陣 R 作特徵值分解, 得其特徵值 κ1, . . . , κr, 對應的單位特徵向量

為 v1, . . . ,vr, 其中 vi = (v1i, . . . , vri)
′。 令

Γ =


| | |

v1 v2 · · · vr

| | |

 ,Λ =


κ1 0

. . .

0 κr

 ,

12



則有:

Γ′Γ = I, R = ΓΛΓ′. (2.3)

由 (2.2) 以及 (2.3), 當 t = r 時 (即隨機效應模型包含 r 個效應), 我們可以將 F

視為 Γ, Σ 則視為 Λ, 也就是說, f i = vi, τ
2
i = κi。

透過隨機效應模型與隨機域模型中 Y 的分配之一致性, 我們得到了若將隨機

域模型的相關係數矩陣之特徵向量 vi 視為隨機效應模型中的效應 f i , 將隨機域

模型的相關係數矩陣之特徵值 κi 視為隨機效應模型中的 τ 2i , 則我們可將效應的

概念引入隨機域模型中。 因此, 若現在有一個 n 因子試驗次數為 r 的實驗設計,

實驗設定為 x1,x2, . . . ,xr, 且以隨機域模型 Y (x) = Z(x) + ε 建模, 相關函數為

R, 得到矩陣 R 特徵向量為 v1, . . . ,vr, 特徵值為 κ1, . . . , κr,(注意這些特徵向量

及特徵值會隨著實驗點 x1,x2, . . . ,xr 之改變而改變), 則可等同於一個隨機效應

模型

Y (x) =
r∑
i=1

βivi(x) + ε, βi ∼ N(0, κi),

其中 vi(x) 為滿足 vi(xj) = vij 之函數。 在 1.2.4 小節我們提到從結構上來看, 固

定效應模型與隨機效應模型有類似的模型結構,因此隨機域模型 Y (x) = Z(x)+ε

可用 Y (x) =
∑r

i=1 βivi(x) + ε 來描述因子與反應變數之間的關係。 如此一來,

我們可以將在固定效應模型中已發展的觀念與性質透過此連結傳遞至隨機域模型

中。 然而, 實驗設計在固定效應模型的分析下, 常會事先定義出固定效應 fi, 如主

效應, 線性效應, 二次效應等等, 但 vi 未必會正好等於這些固定效應 fi。 下一小

節我們將比對 vi 與 fi 以找出 vi 與 fi 之間的關聯, 並透過這三個模型的連結來

得到隨機域模型中效應的重要性。

2.3 隨機域模型下效應的重要性

對隨機效應模型 Y =
∑r

i=1 βifi(x) + ε, 其中 βi 為隨機變數,Chipman et al.

(1997) 曾提及一個描述效應重要性的方法。 如果給定事前分配

π(βi) = N(0, σ2τ 2i ),
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若認為效應 βi 為重要效應時, 則給 τ 2i 較大的值, 也就是讓 βi 的變異數較大, 使

其為較大值的機率變大。 反之, 若認為效應 βi 為不重要效應時, 則給 τ 2i 較小的

值, 也就是讓 βi 的變異數較小, 使其為較大值的機率變小。 這說明了隨機效應模

型中, 效應的重要性可由效應之參數變異數 τ 2i 來決定, 效應之參數變異數越大,

則此效應越重要, 反之, 效應之參數變異數越小, 則此效應越不重要。

由於在完全因子設計下, 並不會有效應混淆產生, 所以我們想在完全因子設計

下討論效應的重要性。 Wang (2009)之論文已探討在二水準完全因子設計下, 隨

機域模型中效應的重要性問題, 本篇論文將把其結果推廣至任何水準數的完全因

子設計上。 為了簡化陳述, 這裡我們用 pn 完全因子設計作說明, 其中 p ≥ 2, p 為

水準數, n 為因子數。 但此陳述可直接推廣至任意 pn1
1 × pn2

2 ×· · ·× p
ng
g 完全因子

設計, 其中 p1, . . . , pg 為不同的水準數, n1, . . . , ng 為因子數。 首先我們將隨機域

模型中的 pn × pn 的相關係數矩陣 R 作特徵值分解, 得其特徵值 κ1, . . . , κpn 及

其對應的單位特徵向量 v1, . . . ,vpn。經由2.2節三種模型的連結,我們可以得到隨

機域模型 Y (x) = Z(x) + ε 可改寫成隨機效應模型 Y (x) =
∑pn

i=1 βivi(x) + ε,

其中 vi(xj) = vij。 但是因為 vi(x) 未必是某個事先定義好的效應, 因此我們想

了解 vi(x) 為何種效應。 前面曾提及, 將實驗點代入 vi 後形成的向量為相關係數

矩陣的特徵向量, 故我們可知道函數 vi 在實驗點上的值為何, 藉由比對 vi 與固

定效應模型的固定效應 fi 在實驗點上的值, 以了解是否可由固定效應 fi 來解釋

vi。而我們發現 vi(x)可由正交多項式(orthogonal polynomial,Wu and Hamada

(2009), Sec 2.3) 來解釋, 如此得到 vi(x) 可對應於固定效應模型的效應。 以下將

簡單介紹正交多項式以及講解如何找到 vi(x) 所對應到的效應。

2.3.1 隨機域模型下的效應

在固定效應模型中, 因子屬於數量型時, 我們想探討的經常是因子與反應變數

之間的線性關係、 二次曲線關係等等。Wu and Hamada (2009) 提出用正交多項

式來描述因子與反應變數之間的關係。 我們用下例來說明何謂正交多項式。

例 4. 若有一個三水準一因子實驗, 三水準分別為 −1, 0 以及 1, 則一階與二階正
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交多項式分別為

P1(x) = x, P2(x) = 3x2 − 2.

在 x = −1, 0, 1 時, 可得到

P1(x) = −1, 0, 1, P2(x) = 1,−2, 1.

可以很容易看出在 x = −1, 0, 1 時, 因為 (−1, 0, 1)(1, 2, 1)T = [(−1)(1) +

(0)(−2) + (1)(1)] = 0, 所以 P1(x), P2(x) 為互相直交的。 根據 P1(x), P2(x),

在固定效應模型中我們可用模型

Y (x) = β0 + β1
P1(x)

C1

+ β2
P2(x)

C2

+ ε

來描述因子與反應變數之間的關係, 其中 C1, C2 為將實驗點代入後使得模型矩陣

內該效應之向量長度為1的常數。 若可估計常數效應 β0、 一階效應 β1 以及二階

效應 β2, 並想預估非此三水準設定的反應值, 如 0.5,−0.7 等, 則令 x = 0.5 或

x = −0.7 代入

Ŷ (x) = β̂0 + β̂1
P1(x)

C1

+ β̂2
P2(x)

C2

則可得到預估的反應值。

例4說明了在固定效應模型中,三水準一因子設計下如何用正交多項式 P1(x), P2(x)

來建立模型, 若推廣至 p 水準設計, 則Wu and Hamada (2009) 提供了如何推廣

至更高階的正交多項式 P1(x), P2(x), . . . , Pp−1(x) 的方法。 而對多因子設計, 除

主效應外, 還必須考慮交互作用項, 因此若有 p 水準 n 因子的 pn 完全因子設計,

且實驗設定為 x1,x2, . . . ,xpn , 在固定效應模型則可使用模型

Y (x) =
β0
C0

+
n∑
i=1

β1i
P1i(x)

C1i

+
n∑
i=1

β2i
P2i(x)

C2i

+ · · ·+
n∑
i=1

β(p−1)i
P(p−1)i(x)

Cp−1

+
∑

1≤i<j≤n

β11ij
P1i(x)P1j(x)

C11ij

+ · · ·+
∑

1≤i<j≤n

β(p−1)(p−1)ij
P(p−1)i(x)P(p−1)j(x)

C(p−1)(p−1)ij

+ · · ·+ β(p−1)...(p−1)12...n
P(p−1)1(x)P(p−1)2(x) . . . P(p−1)n(x)

C(p−1)...(p−1)12...n
+ ε.

(2.4)
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若令 X 為此模型的模型矩陣, 則 X 是一個 pn × pn 的矩陣。 令此矩陣的行向

量為 X1, . . . , Xpn。 更多關於固定效應模型如何用正交多項式來建立模型的介紹,

可參考 Wu and Hamada (2009)。

在2.3節開頭我們已說明對 pn 完全因子設計, 隨機域模型可等同於隨機效應

模型

Y (x) =

pn∑
i=1

βivi(x) + ε,

其中 vi(x) 為滿足 vi(xj) = vij 之函數。 我們想知道 vi(x) 可由正交多項式構成

的固定效應模型中的哪些效應來做解釋。 我們已知將實驗點代入函數 vi(x) 後形

成的向量為相關係數矩陣的特徵向量 vi , 而因為 vi 為 pn × 1 向量, 且正交多

項式的行向量 X1, . . . , Xpn 可擴展 (span) 成一個 pn 維的實數空間, 因此 vi 可

寫成 X1, . . . , Xpn 的一組線性組合, 而我們可由該線性組合中, 每個 Xi 的係數

大小來了解 vi(x) 主要可由哪些正交多項式所解釋。 因為 vi 可寫成 X1, . . . , Xpn

的一組線性組合, 也就是

v1 = h11X1+ · · · +h1pnXpn

...
...

...
...

vpn = hpn1X1+ · · · +hpnpnXpn

. (2.5)

令

Γ =


| | |

v1 v2 · · · vpn

| | |

 , H =


h11 · · · h1pn

...
...

...

hpn1 · · · hpnpn

 ,

則 (2.5) 式可改寫成

Γ = XHT , (2.6)

將 (2.6) 式等式兩邊轉置後, 右邊再乘上 X, 則得到

ΓTX = HXTX

因為 X 為固定效應模型中完全因子設計的模型矩陣, 且 X 中每個行向量皆為直

交且長度皆為1, 也就是說, XTX = I, 因此可得

ΓTX = H.
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我們可由矩陣 H 中第 i 列的值來觀察特徵向量 vi 如何寫成 X 行向量的線性組

合, 並由其係數大小得知 vi 主要為固定效應模型中的哪些效應所組成。 若從幾何

空間的角度來看, ΓTX 為 Γ 投影在 X 的程度, 若 vi 投影在某 Xj 上的投影量

特別大時, 則 Xj 對 vi 此效應的貢獻較多, 並可用 Xj 此效應來解釋 vi 的主要

部分。 我們將用下面例子做說明。

例 5. 若是有一個三水準的二因子完全因子設計, 二因子分別為 A,B, 因子設定

為

因子 A

因子 B

 1 1 1 0 0 0 −1 −1 −1

1 0 −1 1 0 −1 1 0 −1

 ,

若在正交多項式構成的固定效應模型下則由 (2.4) 式可得到模型矩陣 X 為

X =



I A B AB A2 B2 A2B AB2 A2B2

1√
9

1√
6

1√
6

1
2

1√
18

1√
18

1√
12

1√
12

1√
36

1√
9

1√
6

0 0 1√
18

− 2√
18

0 − 2√
12
− 2√

36

1√
9

1√
6
− 1√

6
−1

2
1√
18

1√
18

− 1√
12

1√
12

1√
36

1√
9

0 1√
6

0 − 2√
18

1√
18

− 2√
12

0 − 2√
36

1√
9

0 0 0 − 2√
18
− 2√

18
0 0 4√

36

1√
9

0 − 1√
6

0 − 2√
18

1√
18

2√
12

0 − 2√
36

1√
9
− 1√

6
1√
6
−1

2
1√
18

1√
18

1√
12

− 1√
12

1√
36

1√
9
− 1√

6
0 0 1√

18
− 2√

18
0 2√

12
− 2√

36

1√
9
− 1√

6
− 1√

6
1
2

1√
18

1√
18

− 1√
12
− 1√

12
1√
36



,

在隨機域模型中相關係數函數裡對應的參數為 λ1, λ2,若給定 λ1 = 0.2, λ2 = 0.1,
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則相關係數矩陣的單位特徵向量為

Γ =



v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9

−0.305 0.396 −0.386 0.5 0.252 −0.236 −0.318 −0.305 0.194

−0.333 0.432 0 0 0.275 0.4320 0 0.560 −0.356

−0.305 0.396 0.386 −0.5 0.252 −0.236 0.318 −0.305 0.194

−0.356 0 −0.450 0 −0.432 −0.275 0.546 0 −0.333

−0.389 0 0 0 −0.471 0.504 0 0 0.611

−0.356 0 0.450 0 −0.432 −0.275 −0.546 0 −0.333

−0.305 −0.396 −0.386 −0.5 0.252 −0.236 −0.318 0.305 0.194

−0.333 −0.432 0 0 0.275 0.432 0 −0.560 −0.356

−0.305 −0.396 0.386 0.5 0.252 −0.236 0.318 0.305 0.194



,

故可得

ΓTX =

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9



I A B AB A2 B2 A2B AB2 A2B2

−0.996 0 0 0 0.074 −0.042 0 0 0.003

0 0.999 0 0 0 0 0 −0.042 0

0 0 −0.997 0 0 0 −0.074 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0.074 0 0 0 0.996 0.003 0 0 0.042

0.042 0 0 0 −0.003 −0.996 0 0 0.074

0 0 0.074 0 0 0 −0.997 0 0

0 −0.042 0 0 0 0 0 −0.999 0

−0.003 0 0 0 −0.042 0.074 0 0 0.996



,
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由上式我們可以得知

v1 = −0.996 + 0.074A2 + 0.042B2 − 0.003A2B2 ≈ −I,

v2 = 0.999A− 0.042AB2 ≈ A,

v3 = −0.997B + 0.074A2B ≈ −B,

v4 = AB = AB,

v5 = 0.074 + 0.996A2 − 0.003B2 − 0.042A2B2 ≈ A2,

v6 = −0.042 + 0.003A2 − 0.996B2 + 0.074A2B2 ≈ −B2,

v7 = −0.074B − 0.997A2B ≈ −A2B,

v8 = −0.042A− 0.999AB2 ≈ −AB2,

v9 = 0.042A2 + 0.042B2 + 0.996A2B2 ≈ A2B2,

很明顯地可看見在以上的每一個式子中, 皆有一個係數相當接近1或−1, 且因為

(ΓTX)T (ΓTX) = XTΓΓTX = XTX = I,

也就是說 ΓTX 每一列的平方和皆為1, 因此若 H 的第 i 列中某個係數接近於1

或−1, 則該列中其它係數皆會很小, 故 vi 在此接近1(或−1) 的係數所對應之效

應上的投影量相當大, 亦即我們可以將隨機域模型的 vi 視為代表固定效應模型中

的該效應。

我們將例5延伸至 λ1 = k + 0.01, λ2 = k 的情形, 其中 k 為任意值, 則 ΓTX

矩陣第一個對角線元至第九個對角線元的絕對值與 k 的變化關係分別為圖2.1中

的 (1) 至 (9), 可以看出這九個對角線元在 k 值變大時有遞減後收斂的趨勢, 且

其 (收斂) 值由圖觀察都在0.95以上, 因此在例5中, 假設 λ1 = k+ 0.01, λ2 = k,

則對不同的 k 值 vi 皆可幾乎完全由 Xi 所解釋。

在例5中我們得知對三水準二因子的完全因子設計, 隨機域模型中的效應 vi

幾乎完全可由正交多項式構成的固定效應模型中的一個效應所解釋。 關於這個結

論是否可以推廣至任意水準數或任意因子數的證明, 在本論文完成前尚未推導出

來。 但我們嚐試過許多不同水準數以及因子數的設定, 其計算結果皆有類似例5的

情形。
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圖 2.1: ΓTX 矩陣第一個對角線元至第九個對角線元的絕對值與 k 的變化關係。
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另外由例5也可觀察到 ΓTX 此矩陣有許多元素為0, 以下我們將證明這些元

素是在 λ 為任意值時皆為0, 這表示 vi 與許多正交多項式 Xj 彼此之間為互相

直交, 也就是這些 Xj 效應對 vi 沒有貢獻。 我們有興趣想了解哪些特徵向量與哪

些正交多項式彼此之間互為直交, 以下將會證明此結果。 在此之前, 我們先介紹幾

個此證明會使用到的定義與性質。

定義 3. 對所有 α > 0, 令

1. dαe 為大於或等於 α 的最小整數。

2. bαc 為小於或等於 α 的最大整數。

定義 4. 若 J 為一個 m×m 對稱元素矩陣 (element matrix), 其滿足

Jij =

 1, 如果 j = m− i,

0, 如果 j 6= m− i.

也就是

J =



0 0 · · · 0 1

0 · · · 0 1 0

... . . .
...

0 1 0 · · · 0

1 0 · · · 0 0


.

定義 5. 若 A 為一個 m×m 矩陣, 且滿足

Ai,j = Am−i+1,m−j+i 對於所有 1 ≤ i, j ≤ m,

則稱 A 為中心對稱矩陣 (centrosymmetric matrix)。

由定義4以及定義5得知, 若 A 為中心對稱矩陣, 則若且唯若

A = JAJ.
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定義 6. 若 v 為一個 m 維向量, 且滿足

Jv = v,

則 v 稱為對稱的 (symmetric)。 若 v 滿足

Jv = −v,

則 v 稱為斜對稱的 (skew symmetric)。

例 6. 若 A 為一 3× 3 矩陣, A 的形式為

A =


b d c

e a e

c d b

 ,

則因為

JAJ =


0 0 1

0 1 0

1 0 0




b d c

e a e

c d b




0 0 1

0 1 0

1 0 0



=


c d b

e a e

b d c




0 0 1

0 1 0

1 0 0



=


b d c

e a e

c d b

 = A,

所以 A 是一中心對稱矩陣。
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若有兩向量分別為 aT = (1, 2, 3, 2, 1), bT = (1, 2, 0,−2,−1), 則因為

Ja =



0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0





1

2

3

2

1


=



1

2

3

2

1


= a,

Jb =



0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0





1

2

0

−2

−1


=



−1

−2

0

2

1


= −b,

因此 a 是對稱的, 而 b 是斜對稱的。 由以上的運算可發現, 若 J 乘上一矩陣 M ,

則 JM 此矩陣的列順序正好與M 的列順序相反,而若一矩陣M 乘上 J ,則MJ

此矩陣的行順序正好與 M 的行順序相反。

Cantoni and Butler (1976)此篇論文提供了一些中心對稱矩陣的性質, 以下

介紹本章會用到的性質。

定理 1. (Cantoni and Butler, 1976) 若 Q 為一個 m ×m 的對稱以及中心對

稱矩陣, 則

1. 若 m 為偶數, 則存在 m/2×m/2 的矩陣 A 與 C 使得 Q 可寫成

Q =

 A CT

C JAJ

 .

矩陣 Q 的 m/2 個特徵向量 vi 為斜對稱的且互相直交(因為 Q 為對稱矩

陣)。 且特徵向量 vi 可寫成

vi = (1/
√

2)[ui, Jui]
T ,
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其中 ui 為 A−JC 矩陣的特徵向量。而 vi 對應的特徵值 κi 等同於 A−JC

矩陣中 ui 對應的特徵值, 也就是說

(A− JC)ui = κiui, i = 1, . . . ,m/2.

另外 m/2 個矩陣 Q 的特徵向量 vi 為對稱的且互相直交。 特徵向量 vi 可

寫成

vi = (1/
√

2)[ui, Jui]
T ,

其中 ui 為 A+JC 矩陣的特徵向量。而 vi 對應的特徵值 κi 等同於 A+JC

矩陣中 ui 對應的特徵值, 也就是

(A+ JC)ui = κiui, i = 1, . . . ,m/2.

2. 若 m 為奇數, 則存在 bm/2c × bm/2c 的矩陣 A 與 C 、 bm/2c × 1 的向

量 s 以及常數 q 使得 Q 可寫成

R =


A s CT

sT q sTJ

C Js JAJ

 .

矩陣 Q 的 bm/2c 個特徵向量 vi 為斜對稱的且互相直交。 特徵向量 vi 可

寫成

vi = (1/
√

2)[ui, 0,−Jui]T ,

其中 ui 為 A−JC 矩陣的特徵向量。而 vi 對應的特徵值 κi 等同於 A−JC

矩陣中 ui 對應的特徵值, 也就是

(A− JC)ui = κiui, i = 1, . . . , bm/2c.

另外 bm/2c+ 1 個矩陣 Q 的特徵向量 vi 為對稱的且互相直交。 特徵向量

vi 可寫成

vi = (1/
√

2)[ui, 2αi, Jui]
T ,
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其中

 ui

αi

 為
 A+ JC

√
2s

√
2sT q

 矩陣的特徵向量。 而 vi 對應的特

徵值 κi 等同於

 A+ JC
√

2s
√

2sT q

 矩陣中

 ui

αi

 對應的特徵值, 也

就是 A+ JC
√

2s
√

2sT q


 ui

αi

 = κi

 ui

αi

 , i = 1, . . . , bm/2c+ 1.

在介紹本節的主要定理之前, 首先要介紹該定理證明會用到的一些性質。 為了

方便說明, 以下所提的 p 水準 n 因子的 pn 完全因子設計, 若 p 水準數為奇數,

令 p = 2m + 1, 則定義 p 個水準為{m,. . . ,1,0,−1,. . . ,−m}。 若 p 水準數為偶

數, 令 p = 2m, 則定義 p 個水準為 {m− 0.5,. . . ,0.5,−0.5,. . . ,−m+ 0.5}。 且實

驗設定順序皆使用 Yates order。 例如二水準三因子的完全因子設計,Yates order

的設計矩陣即為

順序 因子1 因子2 因子3

1 − − −

2 + − −

3 − + −

4 + + −

5 − − +

6 + − +

7 − + +

8 + + +

可很容易推廣至多水準完全因子設計的 Yates order。

引理 1. 令 pn為一 p水準 n因子之完全因子設計,其實驗水準組合為 x1,x2, . . . ,xpn ,

在隨機域模型中相關係數矩陣 R 為透過 (2.1) 式求得。 則其相關係數矩陣 R 為

一個中心對稱矩陣, 也就是 Ri,j = Rpn−i+1,pn−j+1。
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證明. 在 Yates order 的完全因子設計中, 很明顯可看出此實驗水準組合滿足

|xi1−xj1| = |x(pn−i+1)1−x(pn−j+1)1|, . . . , |xin−xjn| = |x(pn−i+1)n−x(pn−j+1)n|, 1 ≤ i, j ≤ pn,

則對上面的等式左右邊皆取平方並乘上每個因子對應的參數 λi 後得到

λ1(xi1−xj1)2 = λ1(x(pn−i+1),1−x(pn−j+1),1)
2, . . . , λn(xin−xjn)2 = λn(x(pn−i+1),n−x(pn−j+1),n)2,

則我們能得到

Ri,j = exp{−λ1(xi1 − xj1)2 − · · · − λn(xin − xjn)2}

= exp{−λ1(x(pn−i+1),1 − x(pn−j+1),1)
2 − · · · − λn(x(pn−i+1),n − x(pn−j+1),n)2}

= Rpn−i+1,pn−j+1

例 7. 假設有一 32 完全因子設計, 其設計矩陣 D 為

DT =
因子1

因子2

 1 1 1 0 0 0 −1 −1 −1

1 0 −1 1 0 −1 1 0 −1

 ,

當 λ1 = 0.2, λ2 = 0.1 時, 則可以得到相關矩陣

R =



1 0.905 0.670 0.819 0.741 0.549 0.449 0.407 0.301

0.905 1 0.905 0.741 0.819 0.741 0.407 0.449 0.407

0.670 0.905 1 0.549 0.741 0.819 0.301 0.407 0.449

0.819 0.741 0.549 1 0.905 0.670 0.819 0.741 0.549

0.741 0.819 0.741 0.905 1 0.905 0.741 0.819 0.741

0.549 0.741 0.819 0.670 0.905 1 0.549 0.741 0.819

0.449 0.407 0.301 0.819 0.741 0.549 1 0.905 0.670

0.407 0.449 0.407 0.741 0.819 0.741 0.905 1 0.905

0.301 0.407 0.449 0.549 0.741 0.819 0.670 0.905 1


可以看到 Ri,j = R9−i+1,9−j+1 對於所有的 1 ≤ i, j ≤ 9, 所以 R 為一個中心對

稱矩陣。
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引理 2. 假設 pn 為一完全因子設計, 實驗設定為 x1,x2, . . . ,xpn , X 為正交多項

式所構成的固定效應模型 (2.4) 式中的模型矩陣, 則 X 的行向量皆為對稱的或斜

對稱的。

證明. 從Wu and Hamada (2009)中得知正交多項式有以下形式:

P1(x) = x,

P2(x) = c1x
2 + c2,

P3(x) = c3x
3 + c4x,

P4(x) = c5x
4 + c6x

2 + c7,

P5(x) = c8x
5 + c9x

3 + c10x,

...
...

其中 c1, . . . , c10 為某常數。 可看出當 i 為奇數時, 正交多項式 Pi(x) 為奇函

數(odd function), 也就是 Pi(x) = −Pi(−x), 而當 i 為偶數時, 正交多項式

Pi(x) 為偶函數 (even function), 也就是 Pi(x) = Pi(−x)。 在 Yates order 的

完全因子設計中, 若將各因子的水準設定視為向量, 則很明顯可看出各因子皆為

斜對稱的。 若將斜對稱的向量代入奇函數, 則還是斜對稱的向量, 而若將斜對稱的

向量代入偶函數, 則為對稱的向量。 也就是說, 若 pn 完全因子設計的實驗設定為

x1, . . . ,xpn , 則當 i 為奇數, x1, . . . ,xpn 代入正交多項式 Pi(x) 後皆為斜對稱的,

當 i 為偶數, x1, . . . ,xpn 代入正交多項式 Pi(x) 後皆為對稱的。

我們可很容易地證明: 對稱與對稱的向量相乘為則為對稱的向量、 斜對稱與

對稱的向量相乘則為斜對稱的向量以及斜對稱與斜對稱的向量相乘則為對稱的向

量。 因此在(2.4) 式中交互作用的部分, 也皆為對稱的或斜對稱的。 故得證 X 的

行向量皆為對稱的或斜對稱的。

由引理2的證明可很容易得知, 若 pn 為偶數, 則模型矩陣中 X 有 pn/2 個行

向量是對稱的, 另外 pn/2 個行向量是斜對稱的。 若 pn 為奇數, 則模型矩陣中 X

有 bpn/2c 個行向量是對稱的, 另外 bpn/2c+ 1 個行向量是斜對稱的。

定理 2. 假設 pn 為一完全因子設計, 實驗設定 x1,x2, . . . ,xpn , X 為由正交多項
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式所構成的固定效應模型 (2.4) 式中的模型矩陣, 而隨機域模型中相關係數矩陣

R 為透過 (2.1) 式求得, 則

1. 若 pn 為偶數, 則相關係數矩陣 R 有 pn/2 個的特徵向量 vi 為對稱的, 且

其與模型矩陣 X 中斜對稱的行向量直交, 另外 pn/2 個的特徵向量 vi 為

斜對稱的, 且其與模型矩陣 X 中對稱的行向量直交。

2. 若 pn 為奇數, 相關係數矩陣 R 有 bpn/2c+ 1 個的特徵向量 vi 為對稱的,

且其與模型矩陣 X 中斜對稱的行向量直交, 另外 bpn/2c 個的特徵向量 vi

為斜對稱的, 且其與模型矩陣 X 中對稱的行向量直交。

證明. 由引理1可得知相關係數矩陣 R 為一個中心對稱的矩陣, 且我們已知 R 為

一個對稱矩陣, 則由定理1可得知,

1. 若 pn 為偶數, 則 R 有 pn/2 個斜對稱的特徵向量 [ui,−Jui]T , pn/2 個對

稱的特徵向量 [ui, Jui]
T 。 且由引理2得知, 模型矩陣 X 的行向量皆為斜對

稱的或對稱的, 假設 X 中某斜對稱的行向量為 [bi,−Jbi]T , 另外某對稱的

行向量為 [bi, Jbi]
T , 則斜對稱的特徵向量與模型矩陣 X 中對稱的行向量內

積為

[ui,−Jui][bi, Jbi]T = uib
T
i − JuibTi JT = uib

T
i − uibTi = 0.

相同地, 對稱的特徵向量與模型矩陣 X 中斜對稱的行向量內積也為0。

2. 若 pn為奇數,則 R有 bpn/2c個斜對稱的特徵向量 [ui,−Jui]T , bpn/2c+1

個對稱的特徵向量 [ui, Jui]
T 。 且由引理2得知, 模型矩陣 X 的行向量皆為

斜對稱的或對稱的, 假設 X 中某斜對稱的行向量為 [bi, 0,−Jbi]T , 另外某

對稱的行向量為 [bi, δi, Jbi]
T , 則斜對稱的特徵向量與模型矩陣 X 中對稱

的行向量內積為

[ui, 0,−Jui][bi, δi, Jbi]T = uib
T
i − JuibTi JT = uib

T
i − uibTi = 0.

相同地, 對稱的特徵向量與模型矩陣 X 中斜對稱的行向量內積也為0。
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從引理2的證明以及定理2得知, 相關係數矩陣 R 中斜對稱的特徵向量 vi 與

偶數階的正交多項式直交, 也就是斜對稱的特徵向量 vi 中並無偶數階的正交多

項式之貢獻。相關係數矩陣 R 中對稱的特徵向量 vi 與奇數階的正交多項式直交,

也就是對稱的特徵向量 vi 中並無奇數階的正交多項式之貢獻。 定理2是某個固定

的實驗順序下討論, 但我們可很容易地將這個結論推廣至其他任意的實驗順序。

2.3.2 效應的重要性

在2.3節開頭我們已說明在隨機效應模型下, 效應的重要性可用隨機效應的變

異數 var(βi) 為依據, 變異數越大則該效應的重要性越高。 在2.2節中利用隨機效

應模型與隨機域模型的連結, 得到了隨機域模型 Y (x) = Z(x) + ε 可改寫成隨機

效應模型 Y (x) =
∑pn

i=1 βivi(x) + ε, 其中 vi(xj) = vij, 且隨機域模型中相關係

數函數的特徵值 κi 等同於隨機效應模型中效應的變異數 var(βi), 因此, 可用隨

機域模型中相關係數矩陣的特徵值 κi 來當作在隨機域模型中效應重要性的指標。

例 8. 若是有一個三水準的二因子完全因子設計, 二因子分別記為 A,B, 因子設

定如同例5, 則固定效應模型的模型矩陣 X 也如同例5。 隨機域模型中相關係數

函數的參數分別為 λ1, λ2, 若給定 λ1 = 0.25, λ2 = 0.05, 則相關係數矩陣的單位
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特徵向量為

Γ =



v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9

−0.307 −0.402 −0.382 0.26 0.5 0.323 −0.227 −0.298 0.192

−0.321 −0.421 0 0.272 0 0 0.434 0.568 −0.367

−0.307 −0.402 0.382 0.260 −0.5 −0.323 −0.227 −0.298 0.192

−0.367 0 −0.457 −0.434 0 −0.540 −0.272 0 −0.321

−0.385 0 0 −0.454 0 0 0.519 0 0.613

−0.367 0 0.457 −0.434 0 0.540 −0.272 0 −0.321

−0.307 0.402 −0.382 0.260 −0.5 0.323 −0.227 0.298 0.192

−0.321 0.421 0 0.272 0 0 0.434 −0.568 −0.367

−0.307 0.402 0.382 0.26 0.5 −0.323 −0.227 0.298 0.192



,

其中 v1, . . . ,v9 對應到的特徵值 κ1, . . . , κ9 分別為 6.477 > 1.780 > 0.417 >

0.189 > 0.115 > 0.012 > 0.007 > 0.002 > 0.000。

因為

ΓTX =

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9



I A B AB A2 B2 A2B AB2 A2B2

−0.996 0 0 0 0.087 0.022 0 0 −0.002

0 −0.999 0 0 0 0 0 0.022 0

0 0 −0.996 0 0 0 0.087 0 0

0.087 0 0 0 0.996 −0.002 0 0 −0.022

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0.087 0 0 0 0.996 0 0

−0.022 0 0 0 0.002 −0.996 0 0 0.087

0 −0.022 0 0 0 0 0 −0.999 0

0.002 0 0 0 0.022 0.087 0 0 0.996



,
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得到

v1 = −0.996 + 0.087A2 + 0.022B2 − 0.002A2B2 ≈ −I,

v2 = −0.999A+ 0.022AB2 ≈ −A,

v3 = −0.996B + 0.087A2B ≈ −B,

v4 = 0.087 + 0.996A2 − 0.002B2 − 0.022A2B2 ≈ A2,

v5 = AB = AB,

v6 = 0.087B + 0.996A2B ≈ A2B,

v7 = −0.022 + 0.002A2 − 0.996B2 + 0.087A2B2 ≈ −B2,

v8 = −0.022A− 0.999AB2 ≈ −AB2,

v9 = 0.002 + 0.022A2 + 0.087B2 + 0.996A2B2 ≈ A2B2,

可知隨機域模型 vi 皆可由某個正交多項式效應所解釋。 我們將隨機域模型 vi 效

應與對應的固定效應模型的正交多項式效應, 以及對應的重要性指標 κi 整理成

表2.1。 由表可知, 隨機域模型 vi 效應對應的固定效應模型中的效應, 其重要性排

表 2.1: 隨機域模型各效應與對應之固定效應模型下的正交多項式效應, 以及各效應

的重要性指標

隨機域模型 固定效應模型 重要性 隨機域模型 固定效應模型 重要性

應 vi 效應 Xi κi 效應 vi 效應 Xi κi

v1 I 6.477 v5 AB 0.115

v2 A 1.780 v6 A2B 0.012

v3 B 0.417 v7 B2 0.007

v4 A2 0.189 v8 AB2 0.002

v9 A2B2 0.000

序為 I > A > B > A2 > AB > A2B > B2 > AB2 > A2B2。 因隨機域模型中

的參數照大小排序為 λ1(= 0.25) > λ2(= 0.05), 這表示此模型在 A 這個因子上

具有較高的複雜度, 也就是 A 是影響反應變數較多的因子, 而 B 這個因子上具

有較低的複雜度, 也就是 B 是影響反應變數較少的因子。 所以在效應的重要性排

序上可以看到 A > B 的順序, 並可觀察到包含 A 的高階效應比僅包含 B 的低

階的效應重要的情形, 如 A2B > B2, 這是因為包含因子 A 的效應之重要性都會
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提高的關係。 關於隨機域模型的模型複雜度與其參數 λi 的關係在第三章第二節

會有更詳細的說明。
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第 3章

隨機域模型下的效應混淆

3.1 模型複雜度與效應混淆

在固定效應模型中, 以二水準的實驗設計來看, 在第一章文獻回顧中已說明在

部分因子設計下, 當估計某效應而事實上估計到其他效應時, 我們稱為產生混淆。

在固定效應模型中效應重要性若依等級排序原則, 則可使用最高解析度準則或是

最小偏差準來評估效應混淆的程度。 然而在隨機域模型下, 效應的重要性與參數

λ 相關, 如在例8中我們可以發現在參數 λi 不同的情況下, 則有可能出現高階效

應較低階效應重要的情況, 這與固定效應模型中效應重要性的等級排序原則有差

別, 因此在固定效應模型中評估混淆嚴重程度的準則並不完全適用在隨機域模型

下。

我們可以用另一個觀點來看到效應混淆, 若真實模型的重要效應不多時, 我們

稱為是一個簡單的模型, 反之則稱複雜的模型。 舉例來說, 在固定效應模型中, 若

有一個只包含主效應的簡單模型, 則對於解析度為III的設計, 就不會有主效應與

主效應產生混淆, 因此解析度為III以上的設計便足以承受如此簡單的模型。 但若

對一個較複雜模型, 比如包含主效應以及所有的二因子交互作用效應, 那麼解析

度III的設計便因為主效應會與二因子交互作用產生混淆而無法承受這個較複雜

的模型, 這時便必須增加實驗次數來提高設計的解析度, 才能承受較複雜的模型。

由以上討論,我們得知每一個部分因子設計都有可承受的模型複雜度上限,當模型

複雜度超過此設計所能承受的負荷, 便會產生混淆。 換句話說, 若選定一設計, 當

模型複雜度不斷提升時, 則效應混淆的程度則會越嚴重, 此觀點在隨機域模型中
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一樣適用。 以下我們有興趣在隨機域模型中觀察模型的複雜度如何隨參數 λi 改

變而產生變化。

3.2 隨機域模型之模型複雜度

在隨機域模型中, 反應變數與因子之間的關聯是由 Y 的共變異矩陣來建立的,

我們可以由模型的相關係數函數來了解模型的複雜程度。 本篇論文所使用的相關

係數函數為

R(x1,x2) =
∏
s

exp{−λs(x1s − x2s)2},

首先定義 Cr = {x|R(x1,x) ≥ r}, 此為與 x1 相關係數 ≥ r 的區域, 也就是說這

區域內的任意點 x 皆與 x1 相關性至少為 r。很明顯地, 若 r 值越大, 則表示 x 與

x1 的相關性越高。 而隨著 r 變大, Cr 的範圍亦會變小。 對兩個 λ 不同的隨機域

模型, 我們可藉由比較它們的 Cr 範圍大小, 來了解它們的模型複雜度。 Cr 的範

圍越廣, 也就是說, 當我們知道 x1 的資訊則可知道 x1 附近越廣的資訊, 這種情

況我們可視模型是較簡單的。 反之若 Cr 的範圍越小, 也就是說, 當我們知道 x1

的資訊則可知道 x1 附近越小範圍的資訊, 這種情況我們可視模型是較複雜的。由

於

r = R(x1,x2) =
∏
s

exp{−λs(x1s − x2s)2} = exp{−
∑
s

λs(x1s − x2s)2},

對兩邊同取 log 得:

− log r =
∑
s

λs(x1s − x2s)2, 其中 r > 0,

可發現此相關區域為一個高維度橢球, 其中第 j 維的半軸長為
√
− log r/λj。 若

固定相關性 r, 當 λj 越小, 表示第 j 維的半軸長則越大, 那麼第 j 維的相關區域

也越大, 模型在第 j 維度上則越簡單。 反之當 λj 越大, 表示第 j 維的半軸長則越

小, 那麼第 j 維的相關區域也越小, 模型在第 j 維度上則越複雜。 因此, 在該隨機

域模型下模型的複雜度可由相關區域大小進而簡化為由參數 λ1, . . . , λk 的大小來

表示。
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3.3 效應混淆程度

由前兩節我們得知, 固定一個設計, 當模型複雜度提升時, 則該設計的效應

混淆程度會越嚴重。 而在隨機域模型下, 模型複雜度是由相關係數函數中的參數

λ1, . . . , λk 所決定的, 當參數越大, 該因子之模型複雜度則越高。 Wang (2009)論

文已探討若使用兩水準的正規部分因子設計, 在隨機域模型下的效應混淆情形。

然而在電腦實驗中, 因子的水準數通常較多。 又因為成本與時間的考量, 經常無法

使用完全因子設計而需使用部分因子設計, 例如拉丁方陣設計(Latin hypercube

design)。 故我們想了解多水準部分因子設計在隨機域模型底下的效應混淆情形,

以下將從兩個不同的角度來說明在部分因子設計下的隨機域模型是如何產生效應

混淆。

3.3.1 由固定效應模型之角度

在第二章中曾說明對 pn 完全因子設計, 隨機域模型 Y (x) = Z(x)+ε如何透

過隨機效應模型的連結得到對應的固定效應模型 Y (x) =
∑pn

i=1 βivi(x) + ε, 且

發現在大部分的情形 vi 效應皆可很接近 Xi 效應, 其中 Xi 是以固定效應模型

建模時的正交多項式效應, 所以我們可假設此隨機域模型對應到的固定效應模型

與 (2.4) 式相差不大。 接下來我們要將固定效應模型下效應混淆概念推廣至隨機

域模型, 並觀察隨機域模型下的混淆結構。

在固定效應模型中, 經常利用混淆矩陣來觀察混淆結構, 在本節我們將把固定

效應模型的混淆矩陣概念推廣至隨機域模型來觀察混淆結構。 若現在有一個定義

關係為 I = ABD = ACE = BCDE 的 25−2 部分因子設計, 這是一個具有完

全混淆性質的設計, 在固定效應模型下若我們現在想估計 βA, 那麼可得到

E(β̂A) = βA + βBD + βCE + βABCDE.

對此我們可以解釋為本來想估計 βA 而事實上是估計 βA+βBD+βCE +βABCDE

的綜合效應, 所以會認為 A,BD,CE,ABCDE 這四個效應產生了混淆。

若現在有一個不完全混淆結構, 如例3的兩水準三因子部分設計, 此設計為6
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個試驗次數, 若想估計 βI , 可以得到

E(β̂I) = βI −
1

3
βA −

1

3
βB −

1

3
βAB.

同樣的, 我們也可以解釋為本來想估計 βI , 但實際上是估計 βI − 1
3
βA − 1

3
βB −

1
3
βAB。 所以我們會認為 I 與 A,B,AB 這四個效應產生了不完全混淆。

若已知產生混淆, 並且想知道混淆的嚴重程度, 則必須先知道混淆在一起的各

效應的重要性。 在固定效應模型中, 常由等級排序原則來描述效應重要性。 以前段

所提到的定義關係為 I = ABD = ACE = BCDE 的 25−2 部分因子設計為

例, 在此定義關係中, 常數效應與兩個三階效應以及一個四階效應混淆, 如果我們

認為三階以上的效應為較不重要且可省略, 會認為此設計混淆不嚴重。 相反的, 如

果我們認為三階以上效應很重要且不可省略, 那此設計混淆程度變較嚴重。 同樣

的, 此概念也可以套用到不完全混淆結構的設計。 在前段的例3中, 我們知道 I 與

A,B,AB 這四個效應產生了不完全混淆,也就是常數效應與兩個一階效應以及一

個二階效應混淆, 但係數皆為 −1
3
。 如果我們認為一階以上的效應為較不重要且可

省略, 會認為此設計混淆不嚴重。 相反的, 如果我們認為一階以上效應很重要且不

可省略, 那此設計的混淆程度變較嚴重, 且隨著係數越大越嚴重。

由以上的敘述我們做出以下結論: 效應混淆之嚴重程度由兩方面決定, 包括

1. 效應的重要性。 固定效應模型中, 可由參數 βi 的大小來決定效應的重要性。

2. 混淆矩陣之係數。 混淆矩陣之係數是由設計所決定。

這些關於效應混淆的概念皆建立在固定效應模型下, 以下我們將效應的重要性推

廣至隨機域模型, 並以同樣的概念來描述效應混淆。

我們在第二章中已經說明在隨機效應模型中,效應的重要性可以由隨機效應的

變異數 var(βi)來判斷。 在固定效應模型中,我們可觀察 βI ,−1
3
βA,−1

3
βB,−1

3
βAB

這四項的大小來判斷混淆程度。 而在隨機效應模型裡, 若假設隨機效應之間彼此

獨立, 則可用 var(βI),
1
9
var(βA), 1

9
var(βB), 1

9
var(βAB) 的大小來描述此四項的混

淆程度。 若使用在第二章提及的隨機效應模型與隨機域模型之連結, 可將隨機效

應模型的效應變異數 var(βi) 視為隨機域模型中相關係數矩陣的特徵值 κi。 因此
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若我們想知道例3此設計在隨機域模型下的混淆程度,則可比較 κI ,
1
9
κA,

1
9
κB,

1
9
κAB

的相對比例。

以上是用例子來簡單介紹如何將固定效應模型中混淆矩陣的概念透過隨機效

應模型連接到隨機域模型, 以下我們將詳細地說明在部分因子設計下的隨機域模

型中, 如何觀察效應混淆的嚴重程度。 在第一章文獻回顧中我們提到, 若真實模型

為 y = X1β1 + X2β2 + ε, 而我們用 y = X1β1 + ε 當配適模型, 則會得到

E(β̂1) = β1 + (XT
1X1)

−1XT
1X2β2。若 X1 為模型矩陣中某一效應 Xi, X2 放模

型矩陣中其他的效應, 可得到

E(β̂i) = βi + (XT
1X1)

−1XT
i X2β2 = βi + Σj=1,i 6=jaijβj,

其中 −1 ≤ aij ≤ 1, aij =
XT

i Xj

‖Xi‖2 , aij 與 Xj 在 Xi 的方向上之投影量相關, 可

視為這兩個效應相似性的指標。 我們得知 Xi 效應與 Xsi 效應有不完全混淆, 其

中 si ∈ {j|aij 6= 0}, 我們將 Xi 效應與 Xsi 這些效應, 視為同一個混淆集合, 且

稱此混淆集合為 Xi 效應的混淆集合。 在隨機效應模型中, 我們可以由 var(βi) 與

a2sivar(βsi) 的相對比例, 來知道同一混淆集合中混淆的情形是否嚴重。 亦即在隨

機域模型中, 可以由 κi 與 a2siκsi 的相對比例, 來了解同一混淆集合中效應混淆的

嚴重程度。

我們將以上的想法總結如下。若有一個 p水準 n個因子的部分因子設計,對給

定的 λ1, . . . , λn,可先算出由 pn 完全因子設計下得到之相關係數矩陣的特徵值且

由大到小依序為 κ1 ≥ κ2 ≥ . . . ≥ κpn。 而對每個部分因子設計, 皆有 pn 個混淆

集合,其中第 i個混淆集合的混淆程度可由 κi與 a2siκsi來衡量, si ∈ {j|aij 6= 0}。

首先,我們提出若要觀察一個設計之效應混淆程度,可以從該設計之混淆集合內的

效應混淆程度著手, 我們可以藉由比較 κi 與 a2siκsi 是否接近來觀察混淆程度:

1. 若是 κi 遠大於 a2siκsi , 則此混淆集合內效應混淆的程度相當輕微。

2. 令 si ∈ {j|aij 6= 0}, 若是一個混淆集合裡存在 si 使得 κi ≈ a2siκsi 或

κi � a2siκsi , 那麼 Xi 此效應與 Xsi 效應的混淆情形已發生。

3. 若是一個混淆集合裡有很多 si 使得 κi ≈ a2siκsi 或 κi � a2siκsi , 代表該混

淆集合內效應混淆的程度很嚴重。

37



以上是判定一個混淆集合內的效應混淆程度的方法, 但只觀察混淆集合內的效應

混淆程度是有問題, 若是該混淆集合中 κi ≈ a2siκsi , 雖然我們可以得到此效應與

Xsi 混淆很嚴重的結論, 但若 κi 此效應特徵值很小, 也就是說 Xi 效應並不重要,

那麼雖然此混淆集合中混淆很嚴重, 也不應該認定為該設計之效應混淆程度很嚴

重, 因為對這些不重要的效應與哪些效應產生了嚴重的混淆, 我們並沒有興趣。 因

此若要判斷一個設計的效應混淆嚴重程度, 除了觀察一個混淆集合內的效應混淆

程度之外, 還必須觀察 κi 的大小。 若是第 i 個混淆集合的 κi 相對其他混淆集合

的 κj 大, 且該混淆集合內之效應混淆嚴重才應該被視為設計之效應混淆程度高。

以上的方法是對一個 λ 固定的隨機域模型, 也就是模型之複雜度已固定之下,

觀察一個設計的效應混淆程度。 以下我們將用例子來比較四個部分因子設計的效

應混淆嚴重程度, 並觀察改變 λ 使得模型的複雜度漸漸提升時, 效應混淆越趨嚴

重的情形。 我們將會發現當模型越複雜, 對單一混淆集合內的混淆情形會越嚴重。

例 9. 假設現在有四個五水準兩因子部分因子設計, 實驗次數為5次, 二因子分別

為 A,B, 此四個設計分別為:

(1)

Run A B

1 2 2

2 1 1

3 0 0

4 −1 −1

5 −2 −2

(2)

Run A B

1 2 −1

2 1 −2

3 0 2

4 −1 0

5 −2 1

(3)

Run A B

1 2 1

2 1 −1

3 0 2

4 −1 −2

5 −2 0

(4)

Run A B

1 2 1

2 1 −2

3 0 0

4 −1 2

5 −2 −1

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
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這四個設計皆為拉丁方陣設計。 設計 (1) 的實驗點皆落在對角線上, 很明顯是一

個不均勻分配的拉丁方陣設計, 設計 (2) 的實驗點較設計 (1) 均勻些, 設計 (3)

是一個均勻的拉丁方陣設計, 設計 (4) 為Ye (1998)所提出的正交拉丁方陣設計。

令隨機域模型中相關係數函數中因子對應的參數為 λ1, λ2, 為簡化討論, 我們

將假設 λ1 = λ2 = λ。 圖3.1為在 52 完全因子設計下, 各特徵值 κi 隨著 λ 改變

的變化, 由於不希望造成圖形中有太多線而不易觀察, 因此將原本有25個效應特

徵值只畫上數個較大的效應特徵值。 由圖3.1可發現, 隨著 λ 的改變, 效應特徵值

的排序皆為 κI > κA = κB > κAB > κA2 = κB2 > κAB2 = κA2B, 且在 λ 越大

時, 所有的效應特徵值均向1逼近, 這表示在 λ 大時, 所有效應皆不可忽略, 故需

要較複雜的模型才能描述因子與反應值的關係。 圖3.2 ∼ 3.5呈現了設計 (1) ∼

(4) 之混淆集合隨著 λ 改變的混淆情形。 由於版面有限, 我們只放了最重要的4

個混淆集合, 分別為 (a) 常數效應 (b) A 的線性效應 (c) B 的線性效應以及 (d)

A、B 的線性交互作用效應這四個混淆集合。 其中實線代表主要的效應, 即為 κi,

其他虛線皆為部分混淆的效應, 即為 a2siκsi。

從圖3.2 ∼ 3.5可發現, 當 λ 越大時, 即模型趨向複雜時, 這些有混淆的效應

特徵值 (即 κi 與 a2siκsi) 皆漸漸靠近, 即效應混淆程度越來越嚴重。 接下來我們

比較這四個設計混淆嚴重程度。 我們先觀察常數項與其他效應混淆的程度, 因此

我們先觀察圖3.2 ∼ 3.5的 (a) 圖, 可發現設計 (1) 與設計 (2) 的圖中發生

κI ≈ a2sIκsI 的情形要比設計 (3) 與設計 (4) 較早發生, 顯示對此混淆集合, 設計

(1) 與設計 (2) 的效應混淆程度較設計 (3) 與設計 (4) 嚴重。 同樣的看法我們再

觀察因子 A 的線性效應與其他效應混淆的程度, 由圖3.2 ∼ 3.5的 (b) 圖, 可發

現設計 (1) 的圖中發生 κA ≈ a2sAκsA 的情形要比設計 (2) 較早發生 (設計 (1)

的圖中實線與其中一條虛線完全重疊), 顯示對此混淆集合, 設計 (1) 的效應混淆

程度較設計 (2) 嚴重。 設計 (4) 的圖中發生 κA ≈ a2sAκsA 的情形要比設計 (3)

較早發生, 顯示對此混淆集合, 設計 (4) 的效應混淆程度較設計 (3) 嚴重。 另外

可用相同的方式由圖3.2 ∼ 3.5的 (c)、(d) 圖分別觀察因子 B 的線性效應以及

AB 的交互作用效應與其他效應混淆的程度。 從上述內容可發現在同樣的模型複

雜度下, 設計 (3) 為這四個設計中混淆程度較不嚴重的。 但若要清楚的比較這四
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圖 3.1: 52 完全因子設計中各效應的特徵值曲線

個設計的效應混淆嚴重程度, 必須要發展準則來量化效應混淆的程度, 這是未來

可繼續探討的研究。

3.3.2 由隨機域模型之角度

在 pn完全因子設計下,從第二章中三種模型的連結可得到由隨機域模型 Y (x) =

Z(x) + ε 建模, 可等同於隨機效應模型

y =

pn∑
i=1

βivi + ε, βi ∼ N(0, σ2κi),

其中 vi, κi 分別為 pn × pn 相關係數矩陣 R 的特徵向量以及特徵值, 其中 y =

(Y (x1), . . . , Y (xpn))′,x1, . . . ,xpn 為實驗設定。 若從 pn 個水準組合中挑選出 r

個水準組合的部分因子設計, 其中 r < pn, 同樣的我們可以透過三種模型的連結

得到隨機域模型可等同於隨機效應模型

y∗ =
r∑
i=1

β∗i v
∗
i + ε, βi ∼ N(0, σ2κ∗i ),
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圖 3.2: 例5中設計 (1) 的混淆集合之效應特徵值曲線

圖 3.3: 例5中設計 (2) 的混淆集合之效應特徵值曲線
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圖 3.4: 例5中設計 (3) 的混淆集合之效應特徵值曲線

圖 3.5: 例5中設計 (4) 的混淆集合之效應特徵值曲線
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其中 v∗i , κ
∗
i 分別為 r × r 相關係數矩陣 R∗ 的特徵向量以及特徵值, 其中 y∗ =

(Y (x∗1), . . . , Y (x∗r))
′,x∗1, . . . ,x

∗
r 為實驗設定。

我們知道隨機效應模型與固定效應模型有相同的線性結構,所以我們將用在固

定效應模型下已發展的性質與方法來說明隨機域模型下的混淆情形。 假設 L為一

個 r×pn 矩陣, 若部分因子設計第 i 組水準組合等於原完全因子設計中第 j 組水

準組合, 也就是部分因子設計中實驗設定 x∗i 等同於完全因子設計中實驗設定 xj,

則矩陣 L 的 ij 元為1, 其他皆為0。 則很容易可得知 y∗ = Ly。

假設有一個 r 組試驗次數的部分因子設計, 在固定效應模型下我們有真實模

型為

y∗ = Ly =

pn∑
i=1

βiLvi + ε,

而用來配適的模型為 y∗ =
∑r

i=1 β
∗
i v
∗
i + ε, 利用最小平方估計法可以得到

β̂∗ = (Γ∗TΓ∗)−1Γ∗Ty∗,

其中 β∗ = (β∗1 , . . . , β
∗
n)′,Γ∗ = (v∗1, . . . ,v

∗
n),Γ∗TΓ∗ = I。 那麼在真實模型下, 可

得到期望值

E(β̂∗) =(Γ∗TΓ∗)−1Γ∗TE(y∗)

=Γ∗TLΓβ,
(3.1)

為了方便說明, 以下將定義

Γ∗TLΓ = G =


g11 · · · g1pn

...
. . .

...

gr1 · · · grpn

 . (3.2)

由 (3.1)得知 β̂∗i 的期望值為真實模型下 β1, . . . , βpn 的線性組合,即 gi1β1+. . .+

gipnβpn。 如同上一節的概念, 我們事實上是估計綜合效應 gi1β1 + . . . + gipnβpn ,

因此會認為 βsi , si ∈ {j|gij 6= 0} 這些效應產生了不完全混淆, 且係數與效應的

重要程度可決定效應混淆的嚴重程度。我們視 gi1β1, . . . , gipnβpn 為第 i個混淆集

合。
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我們已從隨機域模型透過隨機效應模型來連結固定效應模型,且觀察到此固定

效應模型的混淆情形, 接著我們將類似上一節的作法, 推廣至隨機域模型, 觀察隨

機域模型下的混淆結構。 在固定效應模型中, 我們可由 gi1β1, . . . , gipnβpn 部分之

重要程度的相對比例來知第 i 個混淆集合混淆的情形。 在隨機效應模型, 我們則

由 g2i1var(β1), . . . , g
2
ipnvar(βpn) 的相對比例來知道第 i 個混淆集合混淆的情形。

透過第二章隨機效應模型與隨機域模型的連結, 因為隨機效應模型的效應變異數

var(βi) 可視為隨機域模型相關係數矩陣的特徵值 κi, 所以在隨機域模型中, 我們

由 g2i1κ1, . . . , g
2
ipnκpn 的相對比例來了解第 i 個混淆集合混淆內的嚴重程度。

此外, 我們並發現

GGT = Γ∗TLΓΓTLTΓ∗ = Γ∗TLLTΓ∗ = Γ∗TΓ∗ = I,

也就是說, G 矩陣內的列向量彼此之間互相直交, 且平方和為1。 我們得知第 i 列

元素取平方 g2i1, g
2
i2, . . . , g

2
ipn 的總和皆為1,這表示 g2i1κ1, . . . , g

2
ipnκpn 可解釋為對

於第 i 個混淆集合中, 每個重要性指標 κ1, . . . , κpn 分別貢獻了 g2i1, g
2
i2, . . . , g

2
ipn

的比例, 這些比例總和為1。

與前一節相同的, 除了觀察混淆集合內的效應混淆程度, 我們還必須觀察每個

混淆集合的重要程度, 若此混淆集合為不重要的, 則雖然此混淆集合中效應混淆

很嚴重, 但因為此混淆集合較不重要, 對此混淆集合中哪些效應產生混淆我們自

然並無太大的興趣。 我們可由 g2i1κ1, . . . , g
2
ipnκpn 的總合當作第 i 個混淆集合的

重要性指標, 並且發現

g2i1κ1 + . . .+ g2ipnκpn = κ∗i ,

其中 κ∗i 為相關係數矩陣 R∗ 的特徵值, 這表示 R∗ 的特徵值 κ∗i 可解釋為對原本

相關係數矩陣特徵值 κ1, . . . , κpn 做了一些權重再加總, 這些權重相加等於1。 以

下將證明此結果。

定理 2. 假設 pn 完全因子設計, 相關係數矩陣 R 的特徵值為 κ1, . . . , κpn, 並假

設一個 r 組試驗次數的部分因子設計, 相關係數矩陣 R∗ 的特徵值為 κ∗1, . . . , κ
∗
r,

則

Λ∗ = GΛGT ,
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其中

Λpn×pn =


κ1 0 0

0
. . . 0

0 0 κpn

 ,Λ∗r×r =


κ∗1 0 0

0
. . . 0

0 0 κ∗r

 .

證明. 因為 R∗ = LRLT , 將 R∗ 與 R 作特徵分解, 則可得到

Γ∗Λ∗Γ∗T = LΓΛΓTLT ,

將等式兩邊同時左乘 Γ∗T , 右乘 Γ∗ 得到

Λ∗ = Γ∗TLΓΛΓTLTΓ∗ = GΛGT .

例 10. 若是有一個三水準的二因子部分因子設計,A,B 因子設定分別為

Run A B

1 1 1

2 1 −1

3 0 0

4 −1 1

5 −1 −1
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當 λ1 = 0.2, λ2 = 0.1, 則由 (3.2) 式可得到

GT =

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9



v∗1 v∗2 v∗3 v∗4 v∗5

0.724 0 0 0 −0.004

0 −0.792 0 0 0

0 0 0.772 0 0

0 0 0 1 0

−0.175 0 0 0 −0.667

0.131 0 0 0 0.677

0 0 0.636 0 0

0 0.611 0 0 0

−0.654 0 0 0 0.310



.

由矩陣 G 可看出對第一個混淆集合 v∗1, 完全因子設計下的 v1,v5,v6,v9 這四

個效應的係數皆不等於0, 可知這四個效應在第一個混淆集合中產生了不完全混

淆; 對第二個混淆集合 v∗2, 完全因子設計下的 v2,v8 這兩個效應的係數皆不等

於0, 可知這兩個效應在第二個混淆集合中產生了不完全混淆; 對第三個混淆集合

v∗3, 完全因子設計下的 v3,v7 這兩個效應的係數皆不等於0, 可知這兩個效應在

第三個混淆集合中產生了不完全混淆; 對第五個混淆集合 v∗5, 完全因子設計下的

v1,v5,v6,v9 這四個效應的係數皆不等於0, 可知這四個效應在第五個混淆集合

中產生了不完全混淆; 而對第四個混淆集合 v∗4, 因為等同於完全因子設計下的 v4

效應, 因此此混淆集合內並沒有產生效應混淆。

由例5的結果可知完全因子設計下的 v1, . . . ,v9分別對應到固定效應模型 I, A,B,

AB,A2, B2, A2B,AB2, A2B2 效應,因此可以說在第一個以及第五個混淆集合中

I, A2, B2, A2B2 這四個效應產生混淆; 在第二個混淆集合中 A,AB2 這兩個效應

產生混淆; 而在第三個混淆集合中 B,A2B 這兩個效應產生混淆。
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若從混淆矩陣的觀點來看, 由於此設計的模型矩陣為

X =



I A B AB A2 B2 A2B AB2 A2B2

1√
5

1√
4

1√
4

1√
4

1√
8

1√
8

1√
4

1√
4

1√
20

1√
5

1√
4
−1√
4

−1√
4

1√
8

1√
8

−1√
4

1√
4

1√
20

1√
5

0 0 0 −2√
8

−2√
8

0 0 4√
20

1√
5
−1√
4

1√
4

−1√
4

1√
8

1√
8

1√
4

−1√
4

1√
20

1√
5
−1√
4
−1√
4

1√
4

1√
8

1√
8

−1√
4

−1√
4

1√
20


,

同例3的作法可得到

E(β̂I) = βI + 0.316βA2 + 0.316βB2 + 0.800βA2B2 ,

E(β̂A) = βA + βAB2 ,

E(β̂B) = βB + βA2B,

E(β̂AB) = βAB.

從 β̂I 的期望值可得知 I, A2, B2, A2B2 這四個效應產生了不完全混淆, 而從 β̂A

的期望值可得知A,AB2這兩個效應產生完全混淆,從 β̂B 的期望值可得知B,A2B

這兩個效應產生完全混淆, 並從 β̂AB 的期望值可得知 AB 效應並不與其他效應

產生混淆, 這與上述用矩陣 G 觀察混淆情形得到的結果皆相當類似。 然而, 在混

淆的係數比例上則有些不同。 例如由混淆矩陣得到 A,AB2 這兩個效應產生完全

混淆, 也就是這兩個效應混淆的係數比例為 1 : 1, 然而由矩陣 G 得到 A,AB2 這

兩個效應產生部分混淆, 混淆的係數比例為 −0.792 : 0.611, 這與混淆矩陣得出

來的結果有些微不同, 且因為相關係數矩陣的特徵向量將會隨著 λi 不同而有所

改變, 進而造成在計算 G = Γ∗TLΓ 時, 矩陣 G 得到的混淆係數也會隨著 λi 不

同而有所改變。

我們可以發現以隨機域模型的角度來看, 其與固定效應模型的不同在於, 效應

混淆的係數不只由設計決定, 且與因子對應的參數 λi 值有關, 也就是與每個因子

的複雜程度有關。

從例10可得到如何利用矩陣 G 來看出每一個混淆集合有哪些效應產生混淆,

並與固定效應模型所發展的混淆矩陣做比較, 可發現若以固定效應模型的角度與
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隨機域模型的角度來觀察效應混淆, 會有些不同。 若我們有興趣觀察效應混淆的

嚴重程度, 除了 G 矩陣可得知哪些效應產生混淆以及混淆的係數, 必須加入效應

重要性的訊息。 我們可使用與上一節相同的作法, 先由完全因子設計下的隨機域

模型之相關係數矩陣的特徵值 κ1, . . . , κpn , 來得知隨機域模型中各個效應的重要

性, 並觀察 g2i1κ1, . . . , g
2
ipnκpn 的相對比例來了解第 i 個混淆集合的嚴重程度。
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第 4章

結論

在本論文中, 我們透過固定效應模型、 隨機效應模型、 以及隨機域模型這三個

模型的連結, 並利用固定效應模型下已發展關於效應混淆的概念來討論隨機域模

型下非正規部分因子設計之效應混淆。 我們在完全因子設計下, 透過隨機域模型

下相關係數矩陣的特徵值分解, 得到了隨機域模型的效應與相關係數矩陣的特徵

向量有關, 並建立這些效應與固定效應模型下的正交多項式效應之間的關聯。 而

效應的重要性則與相關係數矩陣的特徵值相關。 此外, 我們從兩個不同的角度, 將

固定效應模型下觀察效應混淆的概念推廣至隨機域模型。

本論文還沒完整證明出對任意的完全因子設計, 隨機域模型的效應皆可幾乎

等同於固定效應模型下的正交多項式, 且在部分因子設計中, 多水準的實驗設計

在固定效應模型還有許多不同的方法來觀察效應混淆, 並提供準則來決定設計的

好壞, 但在隨機域模型下, 其相關的成果仍不多, 這些都是未來可研究的課題。
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