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摘要

因子設計是一種常見的實驗設計, 在實驗進行之前, 實驗者會先決定設計中包含幾

個因子, 並決定每個因子的水平。 換言之, 因子實驗的實驗區間在實驗進行前便已

決定。 但在滑動水平實驗中, 實驗的因子可分為滑動因子與非滑動因子兩種。 非滑

動因子數與其水平在實驗開始前就能夠先決定, 其處理方式如同傳統因子設計的

因子; 但滑動因子的水平則須依賴非滑動因子水準組合才能決定, 此為滑動水平實

驗與傳統因子實驗之間的差異。 Li et al.(2001) 提出的二階段實驗則是針對滑動

水平實驗的設計手法, 在第一階段實驗裡, 實驗者以非滑動因子進行實驗以了解滑

動因子適合之實驗區間,接著在此實驗區間中進行第二階段實驗。針對第一階段實

驗建構滑動因子水平實驗區間的過程, 本論文提出三種不同的情境, 因為在給定不

同情境下所建構出的實驗區間, 會因重複實驗而不同, 因此實驗區間具有隨機性。

在第二階段實驗的數據分析中, 分析者欲對反應變數建立一模型, 在模型配適的過

程, 實驗區間所具有的隨機性便會對參數估計的變異數造成影響, 若忽略實驗區間

具有的隨機性, 將會低估參數估計之變異數, 而造成不顯著的效應被宣告為顯著的

結果。 本論文將會討論並推導第一階段實驗區間的隨機性對於第二階段實驗之參

數估計式之期望值與變異數所造成的影響。

關鍵字: 滑動水平實驗, 二階段實驗, 參數估計之期望值與變異數。
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第 1 章

緒論

1.1 研究動機與目的

在滑動水平(sliding level) 實驗中, 實驗的因子可分為滑動 (slid) 因子與非滑動

(non-slid) 因子兩種。 非滑動因子數與其水平在實驗開始前就能夠先決定, 但滑動

因子的水平則須依賴非滑動因子水準組合才能決定。 Li et al.(2001) 提出的二階

段實驗則是針對滑動水平實驗的設計手法, 在第一階段實驗裡, 實驗者以非滑動因

子進行實驗以了解滑動因子適合之實驗區間, 接著在此實驗區間中進行第二階段

實驗。針對第一階段實驗建構滑動因子水平實驗區間的過程, 本論文提出三種不同

的情境, 因為在給定不同情境下所建構出的實驗區間, 會因重複實驗而不同, 因此

實驗區間具有隨機性。 在第二階段實驗的數據分析中, 分析者欲對反應變數建立一

模型, 在模型配適的過程, 實驗區間所具有的隨機性便會對參數估計的變異數造成

影響, 若忽略實驗區間具有的隨機性, 將會低估參數估計之變異數, 本論文將會導

出實驗區間之隨機性對於參數估計之期望值與變異數的影響。

接下來1.2節的文獻探討將介紹二階段實驗與巢狀效應建模法。 第二章將描述

實驗區間的隨機性如何產生, 以及具有隨機性的實驗區間對於第二階段數據分析

的影響。 第三章將利用電腦模擬觀察實驗區間具有隨機性對參數估計的影響。 第

四章則是承續模擬之結果的導證。
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1.2 文獻探討

Li et al. (2001) 提到一個關於耐性焊接點 (resistance spot welding) 的實驗, 其

為滑動水平實驗的一種, 目的在於找出適合的電流範圍以產生良好的焊接點, 此實

驗共有7個因子, 如下表:

表 1.1: 焊接實驗因子

因子 描述

poor fitup (Ft) 焊接物是否有放好

axial misal. (Ax) 上下焊接電極是否對齊

angular misal. (An) 焊接物和電極間的角度

electrode size (Ed) 電極尺寸大小

force (F) 電極施壓強度

weld time (T) 焊接時間

current (I) 電流

在此焊接實驗中, 若是電流太強並且焊接時間過長, 會發生噴濺的現象使得焊

接的成品不良; 若電流太弱且焊接時間不足, 則會使得焊接物品無法成型因而失

敗。 為得到焊接良品, 即焊接的成品其尺寸大小符合實驗者之標準, 實驗者須找出

適合的電流大小與時間長短, 其中最關鍵的是電流的範圍。 對於搜尋能夠產生良好

焊接成品的未知實驗區間, 該論文提出了二階段實驗的方法並且將表1.1的前6個

因子視為非滑動因子, 電流視為滑動因子。 在第一階段實驗裡, 實驗者固定非滑動

因子的水準組合 (level combination) 然後再進行實驗, 試驗出產生噴濺現象的電

流上界以及焊接無法成型的電流下界, 並以此作為滑動因子實驗區間。然後在數據

分析方面, 利用滑動因子實驗區間的區間中心以及區間半長做為反應變數, 建立區

間中心模型以及半長模型。透過統計分析, 實驗者便可知顯著影響滑動因子實驗區

間的因子為何, 或者是進行預測。 在第二階段實驗裡, 實驗者固定非滑動因子及滑

動因子的水準組合進行焊接實驗, 然後量測焊接成品的半徑以決定其尺寸, 並利用

非滑動因子以及滑動因子對半徑建模。第二階段實驗透過統計分析, 便可了解實驗

因子對焊接成品的尺寸產生的效應。 經由以上的介紹可知, 在二階段實驗之中, 分

析者會透過第一階段的實驗來決定滑動水平實驗之實驗區間,(在第一階段實驗進

行前, 實驗區間是未知的)。 在第一階段實驗後, 才在該區間裡進行第二階段的實

驗。
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對於前述的滑動水平實驗,Hamada和Wu(1995)提出巢狀效應建模法 (nested-

effects modeling)。 因為滑動因子的實驗區間與非滑動因子之間是相關的, 即給定

不同的非滑動因子水平組合則會得到不同的滑動因子實驗區間, 故可知滑動因子

的水平將隨著非滑動因子水準組合改變而變動。 該論文透過前述滑動因子與非滑

動因子之間的關聯, 將滑動因子視為巢狀因子並提出巢狀效應建模法。
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第 2 章

實驗區間的隨機性對二階段實驗的影響

2.1 實驗區間的隨機性在第一階段實驗的影響

傳統的因子實驗之實驗區間, 先對每一個因子i選定適合的實驗區間(ai, bi), 其中

i = 1, ..., k, 再由k個因子乘積而得到整個實驗區間, 故有以下關係:

(a1, b1)× (a2, b2)× ...× (ak, bk)

(ai, bi)為因子i之實驗區間,並且經由k個因子之高低水平乘積而得之實驗區間是矩

形的。 若與因子實驗之實驗區間相比, 滑動水平實驗的實驗區間為非矩形。 若細看

滑動因子實驗的實驗區間, 可知它其實是在給定各種非滑動因子的因子水平組合

Zi = (zi1, zi2, ..., zim) i = 1, ..., n下, 所得到的滑動因子區間Wzi = [uzi , vzi ]所構

成。 其中uzi和 vzi分別代表區間的下界以及上界。 然而, 在給定不同的非滑動因子

組合的情況下, 例如 Zj和Zk且j 6= k, 那麼uzj 6= uzk和vzj 6= vzk。 所以, 滑動因子

實驗之實驗區間的非矩形指的就是滑動因子區間上下界將隨著非滑動因子組合變

動而隨之變化, 所以滑動因子之實驗區間是與非滑動因子相關的。

根據以上非滑動因子Zi和滑動因子區間Wz之敘述, 在二階段實驗中的第一階

段分析裡, 我們可以建立關於滑動因子區間的模型。 此外, 根據 Chang(2008) 對

於區間描述方式所提到三種方法, 滑動因子區間建模的方法亦有以下三種:

1. 對於區間的描述方法為區間下界uz和上界vz, 且直接以區間上下界建模:

uzi = Hu(zi)Γ
u + εui

vzi = Kv(zi)Γ
v + εvi, i = 1, ..., n

4



εui與εui表誤差項,Γu = [γu1 , γ
u
2 , ..., γ

u
m]′, Γv = [γv1 , γ

v
2 , ..., γ

v
m]′表模型之參

數,Hu(zi) = (1, hu1(zi), h
u
2(zi), ..., h

u
p(zi)) ,Kv(zi) = (1, kv1(zi),k

v
2(zi),...,

kvp′(zi))為非滑動因子之效應。 但若以此模型預測上下界, 可能會產生下界大

於上界的情況, 故此建模法並不太恰當。

2. 將區間的描述法改變為區間中心czi以及區間半長lzi , 其中

czi =
uzi + vzi

2

lzi =
vzi − uzi

2

並以此建模:

czi = Hc(zi)Γ
c
1 + εci

lzi = K l(zi)Γ
l
2 + εli, i = 1, ..., n

εci與εli表誤差項,Γc = [γc1, γ
c
2, ..., γ

c
m]′, Γl = [γl1, γ

l
2, ..., γ

l
m]′表模型參數,Hc(zi)

=(1, hc1(zi), h
c
2(zi), ..., h

c
p(zi)) ,K l(zi) = (1, kl1(zi), k

l
2(zi), ..., k

l
p′(zi))為非

滑動因子之效應。 但利用此模型預測之區間半長l̂zi , 可能會出現負值 , 而長

度的負值並無任何意義, 故此建模法亦不恰當。

3. 將區間半長取對數轉換改為tzi = ln(lzi), 區間中心則為czi , 以此建模可得;

czi = Hc(zi)Γ
c
1 + εci (2.1)

tzi = Kt(zi)Γ
t
2 + εti, i = 1, ..., n (2.2)

εci與εti表誤差項,Γc = [γc1, γ
c
2, ..., γ

c
m]′, Γt = [γt1, γ

t
2, ..., γ

t
m]′表模型參數,Hc(zi)

= (1, hc1(zi), h
c
2(zi), ..., h

c
p(zi)) ,Kt(zi) = (1, kt1(zi),k

t
2(zi),..., k

t
p′(zi))為非

滑動因子之效應。透過模型預測的區間長度l̂zi = exp(t̂zi) 恆正, 而預測的滑

動因子區間可寫為

Ŵzi = [ûzi , ûzi ] = [ĉzi − exp(t̂zi), ĉzi + exp(t̂zi)] (2.3)

與前述兩方法相比, 以區間中心和對數區間半長建模是較為適合的方法。
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在本文中將以上述的第三種方式建立第一階段分析之模型。 利用數據配適出式

(2.1) 以及 (2.2) 之模型後, 分析者便可利用式 (2.3) 的關係預測出任意非滑動因

子水平組合對應的滑動因子區間, 進而建構出一個實驗區間, 由於此區間是透過配

適而得, 故稱其為d配適c實驗區間。 回顧二階段實驗的程序, 分析者在第一階段將

會利用各種方法取得滑動因子區間Wi之數據, 例如: 專家提供數據或者親自做實

驗取得數據。然後利用數據建立滑動因子實驗的配適實驗區間;第二階段則是根據

第一階段分析建立的實驗區間繼續進行的實驗。所以在第一階段分析中, 滑動因子

區間Wi之數據精確度, 即數據裡誤差的大小, 將影響配適實驗區間的優劣。 以下的

討論將分三種不同的情境討論, 而專家系統代表的是分析者做實驗其背後所對應

的真實模型:

1. 有一專家系統, 並且給了分析者二階段實驗之第一階段的兩個模型

2. 有一專家系統, 並且給了分析者關於滑動水平實驗的數據

3. 沒有專家系統, 實驗數據為分析者親自做實驗獲得

2.1.1 情境一

考慮有一專家系統, 並且給了分析者二階段實驗之第一階段的兩個模型。 之前提

到,專家系統指的是實驗背後所對應的真實模型。所以對於第一階段的區間中心模

型以及對數半長模型, 專家系統提供:

c̃zi = f(zi) (2.4)

t̃zi = g(zi), i = 1, ..., n (2.5)

以上兩個模型可能為非線性的, 但專家系統將會提供f和g的確切形式, 並且模型

中不包含誤差項。 只要給定任意的非滑動因子水平組合, 分析者即可透過 (2.4) 與

(2.5) 預測出真實的c̃zi及t̃zi , 而對應的滑動因子區間如下:

W̃zi = [c̃zi − exp(t̃zi), c̃zi + exp(t̃zi)]

此真實的滑動因子區間上下界不包含任何誤差。 既然任意非滑動因子組合下的滑

動因子區間皆不包含誤差, 故稱W̃z為p真實y滑動因子區間。 而在第二階段實驗中,

實驗者將會依據非滑動因子以及第一階段實驗所得的滑動因子區間之設定進行實
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驗,因此將情境一所建立的第二階段實驗之實驗區間稱為p真實y實驗區間並以RT表

示。

2.1.2 情境二

考慮有一專家系統, 並且給了分析者關於滑動水平實驗的數據。 不同於情境1裡專

家系統提供的兩個真實確切的模型, 在情境2中 , 實驗背後所對應的真實滑動區間

中心以及對數半長模型依舊存在, 但是專家系統不會完整的提供所有關於模型的

資訊。 取而代之的是, 專家系統只提供某些實驗點所對應的真實滑動區間上下界的

值。 換句話說, 分析者僅能知道在給定某些非滑動因子組合時, 所對應的滑動因子

區間是沒有任何誤差的。 根據情境2的特徵, 我們可以建立的模型如下:

cδzi = Hδ(zi)Θ
δ + εc,i (2.6)

tδzi = Kδ(zi)Φ
δ + εt,i, i = 1, ..., n (2.7)

其中εc和εt為誤差項,Hδ(zi) = (1, hδ1(zi), h
δ
2(zi), ..., h

δ
p(zi)) ,Kδ(zi) = (1, kδ1(zi)

, kδ2(zi), ..., k
δ
p′(zi))為非滑動因子之效應, Θδ = (θδ0, θ

δ
1, ..., θ

δ
p)
′, Φδ = (φδ0, φ

δ
1, ..., φ

δ
p′)
′

為模型參數。 我們將以式 (2.6) 和 (2.7) 中的Hδ(zi)Θ
δ 及Kδ(zi)Φ

δ逼近式 (2.4)

及 (2.5) 中的f與 g。 而儘管 (2.6) 與 (2.7) 是利用真實滑動因子區間之數據進行

配適並獲得

ĉδzi = Ĥδ(zi)Θ̂
δ (2.8)

t̂δzi = K̂δ(zi)Φ̂
δ, i = 1, ..., n (2.9)

但配適過程中仍會產生誤差, 此即εc,i和εt,i兩項代表配適誤差, 而非實驗誤差。

有了配適的模型, 分析者除了有專家系統提供的真實滑動因子區間外, 還能夠

進行配適以獲得實驗區間其他部分的滑動因子區間中心和半長。 且預測的滑動因

子區間為:

Ŵ δ
zi

= [ĉδzi − exp(t̂
δ
zi

), ĉδzi + exp(t̂δzi)]

若代入各種不同的非滑動因子設定, 便能得到在各個非滑動水平組合之滑動因子

區間進而配適出一實驗區間, 稱其為半 (pseudo) 真實實驗區間, 且以RP代表透過
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真實無誤差數據配適之模型, 即式 (2.6) 與 (2.7) 所建構出之實驗區間; 以Ŵ δ
zi

, 表

示預測之滑動因子區間。 藉由模型 (2.8) 與 (2.9) 的殘差 (residual) 便可以估計

配適誤差εc和εt:

ε̂czi = c̃zi − ĉδzi
ε̂tzi = t̃zi − t̂δzi

其中c̃zi和t̃zi為專家系統提供的真值, ĉδzi跟t̂
δ
zi
為式 (2.8)及 (2.9)定義。這樣的誤差

造成配適實驗區間偏離了真實實驗區間, 而接下來的第二階段實驗則會根據RP預

測出的實驗區間進行。 所以對實驗者而言, 半真實實驗區間RP具有隨機性。

因為專家系統提供了分析者一些區間中心以及對數半長的真值。 於是, 我們可

以透過區間中心以及對數半長的真值和配適值之間的差異, 計算出關於區間中心

以及對數半長模型的均方和 (sum of square)。

σ̂2
c =

∑
i ε̂

2
czi

n− dfc
=

∑
i(czi − ĉδzi)

2

n− dfc
(2.10)

σ̂2
t =

∑
i ε̂

2
tzi

n− dft
=

∑
i(tzi − t̂δzi)

2

n− dft
(2.11)

其中dfc和dft分別代表區間中心和對數半長模型的自由度,n代表樣本大小。 有了區

間中心以及對數半長的變異數估計後, 我們便能夠得知配適實驗區間偏離真實實

驗區間的大小或者情況。

2.1.3 情境三

前面的兩段提到了專家系統給予分析者真實的區間中心還有對數半長模型或者是

不帶有誤差的數據, 但若沒有專家系統提供前述兩種真實的資訊 , 分析者只能親

自做實驗以獲得關於實驗區間的數據。 但由於分析者本身的因素,例如實驗的操作

手法, 使得分析者經過試驗取得的滑動因子區間I∗ = [u∗, v∗]可能偏離了真實的滑

動因子區間。 所以, 經過實驗取得的資料本身可能是帶有誤差的, 並不像前面的兩

個狀況, 分析者有一些正確無誤的滑動因子區間。 根據實驗數據, 分析者可以建立

區間中心以及半長的模型:

c∗zi = H∗(zi)Θ
∗ + ε∗c,i (2.12)

t∗zi = K∗(zi)Φ
∗ + ε∗t,i, i = 1, ..., n (2.13)
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其中ε∗c,i和ε
∗
t,i表示模型的誤差項,H∗(zi) =(1, h∗1(zi), h

∗
2(zi), ..., h

∗
p(zi)) ,K∗(zi) =

(1, k∗1(zi), k
∗
1(zi), ..., k

δ
p′(zi))為非滑動因子之效應, Θ∗ = (θ∗0, θ

∗
1, ..., θ

∗
p)
′, Φ∗ =

(φ∗0, φ
∗
1, ..., φ

∗
p′)
′ 為模型參數。由於數據的產生方式是經由實驗而得,故當進行第一

階段分析配適模型時,數據中的實驗誤差也將會出現在模型中。式 (2.12)與 (2.13)

中H∗(zi)Θ
∗以及K∗(zi)Φ

∗ 分別是用來逼近f與g的, 所以也會產生配適誤差。 所

以ε∗c,i和ε
∗
t,i包含實驗誤差以及配適誤差。

當分析者取得了數據後, 依然能夠建立出配適的區間中心以及對數半長模型:

ĉ∗zi = Ĥ∗(zi)Θ̂
∗ (2.14)

t̂∗zi = K̂∗(zi)Φ̂
∗, i = 1, ..., n (2.15)

其中ĉ∗和t̂∗表示利用分析者自行實驗取得的數據所配適的模型之預測值, 為了和情

境2中的預測值區別, 故加上標*。 透過配適之模型, 便能夠得到任意非滑動因子組

合下的滑動因子區間中心以及對數半長, 然後預測出滑動因子區間, 即:

Ŵ ∗
zi

= [ĉ∗zi − exp(t̂
∗
zi

), ĉ∗zi + exp(t̂∗zi)]

將此區間稱為非真實滑動因子區間,並以RD代表實驗數據配適之實驗區間。 並以Ŵ
∗
z ,

表示預測之滑動因子區間。

若以配適實驗區間偏離真實實驗區間的程度比較情境2與情境3, 則可發現, 情

境2的配適實驗區間RP較為精確, 因為情境2會有專家系統提供的無誤差數據; 而

情境3的實驗區間會較為不精確, 因為實驗數據是來自分析者親自做實驗之結果,

所以數據裡的實驗誤差使得滑動因子區間原本就偏離真實的區間。

在情境2中,我們可以估計出配適實驗區間偏離真實實驗區間的程度,即式 (2.10)

和 (2.11)。 那麼在情境3中, 我們也可以估計出偏離的程度

σ̂2
c∗ =

∑
i(c
∗
zi
− ĉ∗zi)

2

n− dfc∗
(2.16)

σ̂2
t∗ =

∑
i(t
∗
zi
− t̂∗zi)

2

n− dft∗
(2.17)

其中ĉ∗zi和t̂
∗
zi
由式 (2.14)及 (2.15)定義,c∗zi和t

∗
zi
為分析者實驗而得的區間中心以及

對數半長數據,dfc∗和dft∗分別代表區間中心和對數半長模型的自由度。比較 (2.10)
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和 (2.11) 以及 (2.16) 和 (2.17) 可發現, 情境3估計的兩個均方和也將大於情境

2所估計的兩個均方和, 因為實驗誤差將會出現在情境3。 此外, 情境2有專家系統

提供的真實數據, 故可將 (2.10) 和 (2.11) 的估計視為配適誤差的變異數估計。

綜合以上三個情境可知:

1. 只有在分析者獲得專家系統提供的真實區間中心和長度模型時, 才能建構出

真實無誤差的實驗區間。

2. 沒有專家系統提供的區間中心和長度模型, 但有真實無誤差的數據, 則透過

數據所建構出的實驗區間模型, 將會帶有配適誤差。

3. 沒有專家系統, 沒有真實的模型和無誤差的數據, 則依靠分析者的實驗數據

建構的實驗區間模型, 會有實驗誤差與配適誤差。

4. 若有專家系統提供的真實數據, 那麼估計出的實驗區間會較沒有真實數據來

的準確。 且當估計配適實驗區間偏離真實實驗區間的程度時, 也會是有真實

數據的情況較為精準。

2.2 實驗區間隨機性對第二階段模型造成的影響

在二階段實驗中, 分析者利用第一階段的數據對滑動因子區間中心和區間半長分

別建立模型, 目的是建立配適的實驗區間。在第二階段數據的分析裡, 分析者的目

的則是配適非滑動因子與滑動因子對反應變數Y的反應曲面, 即建立第二階段分

析的模型, 並以此來估計真實的反應曲面。 前文提及滑動因子區間Wzi可視為給定

一組非滑動因子水平組合Zi下所得之區間, 並且當給定不同的非滑動因子水平組

合Zj且i 6= j時,Wzj之區間上下界將與Wzi之區間上下界不同。 在傳統的因子實驗,

由於實驗因子水平組合是固定的, 因此以相同的因子水平組合進行實驗, 其反應變

數期望值會是相同的。 在二階段實驗中, 實驗因子包含非滑動因子與滑動因子, 由

於實驗區間具有隨機性, 故給定相同的非滑動因子水平組合, 其所建立的滑動因子

區間將會是隨機的。故可知二階段實驗的實驗因子組合是隨機的, 而第二階段實驗

的反應變數期望值亦將會是隨機的。儘管滑動因子區間是隨機的, 但其為給定非滑

動因子, 並經過前文描述的情境進行配適或實驗而得。 須注意, 在情境一的滑動因

子是真實的, 故不具有隨機性。 故根據在 Hamada and Wu(1995) 提出, 可將滑
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動因子視為一巢狀因子, 進而使用巢狀效應建模法來建立第二階段之模型。

不同於第一階段分析, 滑動因子的角色在第二階段分析裡由原先的反應變數轉

變為解釋變數。 根據前文關於實驗區間隨機性的討論, 共陳述了三種情境, 分別可

得三種不同的滑動因子區間中心及半長之模型, 所以實驗區間亦可以三種方式描

述。此外, 非滑動因子水準組合不論在情境一, 二或三, 都是固定不變的。故三種情

境的實驗區間之描述方式如下:

1. 情境一的真實實驗區間RT , 其真實滑動因子區間W̃zi = [ũzi , ṽzi ], 由於非滑

動因子水準組合數為n, 故i = 1, ..., n

2. 情境二的半真實實驗區間RP , 其半真實滑動因子區間Ŵ δ
zi

= [ûδzi , v̂
δ
zi

]。

3. 情境三的非真實實驗區間RD, 其非真實滑動因子區間Ŵ ∗
zi

= [û∗zi , v̂
∗
zi

]。

即三種實驗區間之間, 是由於滑動因子區間會變動的關係而有不同的描述。 根據

3.1節中的討論, 若以W̃zi為基準比較, 可知情境二所配適的實驗區間Ŵ δ
zi
與W̃zi之

間的誤差將可假設為小於Ŵ ∗
zi
與W̃zi之間的誤差。 所以, 半真實滑動因子區間與真

實滑動因子區間之關係為

[ûδzi , v̂
δ
zi

] = [ũzi , ṽzi ] + [∆u
1zi
,∆v

1zi
] (2.18)

非真實滑動因子區間與真實滑動因子區間之關係為

[û∗zi , v̂
∗
zi

] = [ũzi , ṽzi ] + [∆u
2zi
,∆v

2zi
] (2.19)

其中∆u
1zi

,∆v
1zi
代表Ŵ δ

zi
和W̃zi個別的上下界之間的隨機誤差 ,∆u

2zi
以及∆v

2zi
則代

表Ŵ ∗
zi
和W̃zi個別的上下界之間的隨機誤差 , 而區間上下界是經由區間中心加減

區間半長而得。 且

var(∆u
2zi

) > var(∆u
1zi

)

var(∆v
2zi

) > var(∆v
1zi

)

以上的關係式, 是由三種不同的情境所造成的。 在情境二裡, 分析者利用真實的數

據建立配適的實驗區間RP ,其所包含的誤差可視作模型配適誤差。 在情境三裡,分

析者做實驗獲得的數據所建立之實驗區間RD, 其誤差除了包含模型配適誤差, 還

包含實驗誤差。 故可假設RP所包含的誤差之變異數將會大於RD之變異數。
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在情境二中, 分析者獲得真實的滑動因子區間數據, 然後配適獲得實驗區間模

型, 其帶有配適誤差。 情境三中, 若實驗者進行兩次相同的第一階段實驗, 將會得

到不同的配適滑動因子區間, 其包含實驗與配適的誤差。 故在情境二與三, 第二階

段實驗的實驗區間具有隨機性。進入第二階段實驗後, 實驗者將會依據第一階段分

析的結果, 進行第二階段的實驗, 然後獲得Y的實驗數據。 實驗區間的隨機性, 不

但會影響實驗區間亦會使得反應變數Y的期望值具有隨機性, 所以利用實驗區間

構造的設計矩陣(design matrix) 也將會改變, 而根據模型矩陣 (model matrix)

以及反應變數配適而得的第二階段模型之參數估計勢必也將受到影響, 其中模型

矩陣是和設計矩陣相關的。所以,接下來關於第二階段實驗數據的討論將細分為三

種情境。

2.2.1 情境一

利用專家系統提供的真實區間中心模型以及區間半長模型建立出真實的實驗區間

RT 。 其所代表的便是分析者欲了解的真實實驗區間, 且不包含誤差。 接著在第二

階段實驗裡, 實驗者便在真實實驗區間RT進行實驗並獲得Y之數據, 而Y值將只

包含實驗誤差ε。 所以, 利用真實實驗區間RT建立的第二階段模型為

Y = UΓ + XTβT + ε (2.20)

其中U為非滑動因子Z編碼後產生的矩陣, 表示非滑動因子的效應, 若非滑動因子

組合數為n, 非滑動因子數為m , 則U之維度為n×m, 與Z相同。XT則為W̃編碼後

產生的矩陣, 表示滑動因子產生的效應, 且XT之維度與第二階段數據分析之模型

相關, 若模型包含滑動因子的一階線性至k階效應, 則XT之維度為n×k 。Γ與βT分
別為參數,ε為實驗誤差。

當分析者估計參數βT時,由於實驗區間RT不包含誤差的關係,亦不會有第一階

段實驗之誤差傳遞至第二階段模型之中, 所以參數估計β̂T之變異數將只受到第二

階段實驗誤差ε影響。

2.2.2 情境二

專家系統提供了某些非滑動因子組合所對應的真實滑動因子區間, 根據真實的數

據, 分析者配適出半真實實驗區間RP , 但在RP之內只有某些非滑動因子水平組合

12



之滑動因子是真實的, 所以分析者須預測專家系統未給定真實滑動因子區間的實

驗區間。 根據式 (2.18) 的描述, 儘管實驗區間具有隨機性會使得在情境二配適之

滑動因子區間偏離真實的區間, 但第二階段的實驗依舊是在RP內進行的。 配適統

計模型的過程中, 我們通常會將解釋變數以正交多項式編碼, 然後配適模型, 或是

直接以未編碼的原始值配適模型。 採用編碼與未編碼的分析策略下所得之參數估

計, 其單位是不同的。 以下將透過兩種不同的編碼方式討論實驗區間的隨機性對滑

動因子效應之參數估計的影響:

1. 直接以滑動因子區間的值配適模型, 例如區間為 [20,50], 則直接以低水平20

以及高水平50配適第二階段模型, 而不經過正交多項式轉換。 以滑動因子區

間真值建立的第二階段模型為:

Y = UΓ + XP1βP1 + ε (2.21)

其中U為非滑動因子效應,XP1為滑動因子之效應,βP1和Γ為參數,ε表隨機實

驗誤差。

根據二階段實驗的步驟, 第二階段實驗是透過控制非滑動因子以及滑動因子

之設定進行, 此外, 由於非滑動因子的水準組合不論在任何情境都是固定的

, 所以我們將編碼方式所產生的變化之討論專注於滑動因子上。 而滑動因子

的高低水平以真值表示時, 其高低水平之間的差距可以用滑動因子的原始單

位表示。 舉例而言, 假設一簡單迴歸模型

y = β0 + β1x+ ε

假設β0 = 10,β1 = 3, 滑動因子x之實驗區間為 [20,50], 若以x的低水平進行

實驗獲得的反應變數之期望值為7,高水平為13。直接以x的高低水平值運用

最小平方法估計β1, 則可得β̂1之期望值為0.2, 而參數之單位為反應變數y的

單位除以解釋變數x的單位。 由此例可知, 不採用正交多項式將x編碼並估計

參數, 那麼參數估計的單位即為y單位除以x單位。 換句話說 , 當x變動1單

位時, 等同於滑動因子變動1單位, 使得反應曲面產生0.2的變化。
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2. 對於所有的非滑動因子水平組合下的滑動因子區間Wzi , 都將以利用正交多

項式P ∗(Wzi)編碼之

P ∗(Wzi) =
Wzi − czi

lzi

其中Wzi之區間中心czi以及區間半長lzi都將被用來編碼。 以編碼滑動因子建

立的第二階段模型為:

Y = UΓ + XP2βP2 + ε (2.22)

其中U為非滑動因子效應,XP2為滑動因子之效應,βP2和Γ為參數,ε表隨機實

驗誤差。

在此狀況下, 經過編碼後配適的模型, 同樣會有單位所產生的問題, 此處我

們亦將透過例子說明。 假設一真實模型為:

y = β0 + β1x+ ε

其中β0為10,β1為3。 滑動因子x的實驗區間為 [20,50], 而反應變數期望值

在x = 20及x = 50時分別為7與13,利用正交多項式將 [20,50]編碼成 [−1,1],

以最小平方法估計β1可得β̂1之期望值為3, 並且1單位的編碼值代表15單位

的滑動因子值。 因此, 以編碼滑動因子估計參數, 參數的單位為反應變數y的

單位除以x編碼值的單位, 且編碼值的單位隨著實驗區間不同而變化。 在此

例中,1編碼值代表15單位的滑動因子, 故當x變動1單位時等於滑動因子變

動15單位, 並使反應曲面產生3的變化。

上述的例子中, 若將滑動因子的實驗區間改為 [40,60], 則反應變數期望值

在x = 40及x = 60時分別為11與15, 再利用正交多項式將 [40,60]編碼成

[−1,1]可得 β̂1之期望值為2。此時1單位的編碼值則代表10單位的滑動因子,

故當x變動1單位時等於滑動因子變動10單位, 並使反應曲面產生2的變化。

兩者之間的差異, 說明若採用編碼策略估計參數, 則參數的意義將會受到實

驗區間的隨機性影響, 因為1編碼值所代表的滑動因子量是隨機的。

比較兩種估計的方式, 有無將x編碼所產生的參數, 雖然值不一樣, 但其實未

編碼的參數是將編碼的參數之單位再細分而得, 在此例中編碼的方法獲得之
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參數為3, 未編碼之參數則為0.2, 前者為後者的15倍, 和編碼值的單位倍數

差是相同的。 所以在第二階段的數據分析裡, 若採用未編碼的滑動因子分析

策略估計模型參數, 則參數估計之單位會被細分, 我們可較準確的了解一單

位滑動因子的變化對於反應曲面造成的改變。若採用正交多項式編碼的分析

策略, 雖然參數的涵意會受到實驗區間的隨機性影響, 但卻多了直交性 (or-

thognality), 因此也帶來了數據分析上的便利性。

根據以上, 若我們利用未編碼的滑動因子估計參數, 則參數所描述的是每單位

滑動因子的變化對反應曲面造成的影響。 因此可推斷此分析策略較不易受實驗區

間隨機性的影響。若採用編碼的滑動因子估計參數, 則參數所描述的是每單位編碼

值對反應曲面的影響。雖然編碼值代表的滑動因子單位會受到區間隨機化影響, 但

以正交多項式分析的策略, 具有直交性的優點。

2.2.3 情境三

根據式(2.19)的描述可知, 隨機性造成了非真實滑動因子區間Ŵ ∗
zi
偏離真實滑動因

子區間W̃ ∗
zi

, 而隨機性所產生的誤差之變異大於情境二中所描述的情況。 因此, 根

據3.2.2所討論之結果, 參數估計在未編碼的分析策略中將比較不會受到實驗區間

的隨機性影響; 而在編碼的分析策略中, 參數估計受到實驗區間的隨機性影響將較

情境二來的大。
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第 3 章

模擬

第二章提到實驗區間的隨機性使得第二階段模型裡的滑動因子之參數產生變化,為

能了解實驗區間的變動究竟會如何影響參數估計, 所以本章的模擬將會假設一個

真實的第二階段分析之模型, 並且假設一個真實的實驗區間, 然後透過實驗區間的

變動, 隨機生成新的實驗區間, 使得滑動因子區間會不同程度地偏離真實滑動因子

區間。接著仿造第二階段實驗的過程隨機生成反應變數之數據,並利用前文提到的

編碼方法估計第二階段模型之參數。本章的重點即觀察在不同的編碼方式下, 參數

估計之期望值與變異數將會因實驗區間的隨機性呈現什麼變化趨勢, 並以此來探

究實驗區間的隨機性究竟會讓參數估計產生什麼變化。

3.1 模型一之模擬過程

考慮二階段實驗的過程, 非滑動因子的各個水平是固定的, 而會產生變動的是滑

動因子實驗區間。 因此, 在模擬的過程中, 我們將不會把非滑動因子所產生的效應

放入模型中。考慮一個最簡單的情況,即模型中的因子只考慮一個二水平的滑動因

子, 因此我們可以把滑動因子的線性效應放入模型中, 故假設一個第二階段模型如

下:

Y = β0 + β1P1(W ) + ε (3.1)

其中β0與β1是假設為已知的模型參數。P1(W ) = W−c
l
為正交多項式,W為滑動因

子, 真實實驗區間為[u, v], 其區間中心為c, 半長為l , 而區間上下界u,v假設為已

知。ε為實驗誤差, 其變異數為σ2。 為使真實的滑動因子區間能夠具有隨機性, 我們
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將利用電腦軟體隨機生成區間中心和半長值構造出隨機的滑動因子區間, 其方法

如下: 利用常態分布隨機生成區間中心, 利用對數常態分配 (lognormal distribu-

tion) 生成區間半長, 則

c∗ = c+ εc

εc ∼ N(0, σ2
c ) (3.2)

其中c表示真實滑動因子區間中心, 且

l∗ ∼ LOGNOR(µt, σt)

故

t∗ = log(l∗) ∼ N(µt, σ
2
t ) (3.3)

其中

µl = E(l∗) = exp(µt + 0.5σ2
t )

σ2
l = var(l∗) = exp(2µt + σ2

t )× [exp(σ2
t )− 1]

故

σ2
t = log

(
σ2
l

µ2
l

+ 1

)
(3.4)

µt = log(µl)− 0.5× log
(
σ2
l

µ2
l

+ 1

)
(3.5)

在式 (3.4) 和 (3.5) 中,µt和σ
2
t經由µl和σ

2
l決定後, 便可利用式 (3.3) 的常態分布

隨機生成t∗。 其中 µl代表真實滑動因子區間半長,σ2
c和σ

2
l則分別代表區間中心以及

半長的變異數。透過控制區間中心和半長的變異數, 我們便可模擬出滑動因子區間

由低到高不同程度地偏離真實滑動因子區間的情況。 關於使用對數常態模型生成

區間半長之原因, 請參見2.1節之討論。 最後, 將隨機生成的c∗與t∗轉換之 , 便可獲

得隨機化的滑動因子區間W ∗為

W ∗ = [u∗, v∗] = [c∗ − exp(t∗), c∗ + exp(t∗)] (3.6)

接著利用模型 (3.1) 在新的滑動因子區間 (3.6) 上生成第二階段實驗之反應變

數, 其作法為:
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1. 計算出模型 (3.1) 在區間 (3.6) 上的期望值。

E(Y ∗u ) = β0 + β1P1(u
∗)

E(Y ∗v ) = β0 + β1P1(v
∗)

其中

P1(u
∗) =

u∗ − c
l

P1(v
∗) =

v∗ − c
l

上式中c,l分別代表真實滑動因子區間之區間中心及區間半長。

2. 對步驟一中的期望值分別加上一隨機的實驗誤差項, 生成反應變數Y值。

Y ∗ui = β0 + β1P1(u
∗) + εi (3.7)

Y ∗vi = β0 + β1P1(v
∗) + εi, i = 1, ..., n (3.8)

且

εi ∼ N(0, σ2)

Y值生成的個數在每個因子水平中將會生成n個, 故在兩水平因子每次將生

成2n個Y值, 若為k水平因子則每次將生成k × n個Y值。

經過以上生成隨機滑動因子區間以及相對應的反應變數值後, 在模擬的程序裡

接著進行的步驟便是估計模型 (3.1) 之中的參數, 而在估計的階段, 前文2.2節提

到兩種分析策略: 以未編碼的滑動因子以及編碼過後的滑動因子兩種分析策略來

估計參數。

1. 以編碼的隨機滑動因子建模, 可得

Y = β01 + β11P
∗
1 (W ∗) + ε (3.9)

並以正交多項式將滑動因子編碼, 其中用來編碼的正交多項式為

P ∗1 (W ) =
W − c∗

l∗
(3.10)

18



須注意式 (3.10) 中的正交多項式P ∗1 (W )與式 (3.7) 與 (3.8) 中的正交多項

式P1(W )是不同的。P1(W )是利用真實滑動因子實驗區間的中心c和半長l進

行編碼, 其用意在於體現當隨機化滑動因子實驗區間W ∗偏離真實區間W時,

反應變數值的變化。 但以編碼的隨機滑動因子估計模型參數時, 不論滑動因

子之實驗區間如何變化, 亦即不論區間上下界u∗和v∗產生什麼值, 上界v∗都

將被編碼為1, 下界 u∗都將被編碼為−1。 因此,P ∗1 (W )將利用隨機滑動因子

實驗區間之區間中心c∗與l∗進行編碼。 所以, 模型矩陣M1 為:

M1 =



1 −1
...

...

1 −1

1 1
...

...

1 1


(3.11)

故可知參數估計式為  β̂01

β̂11

 = (M′
1M1)

−1
M′

1Y

2. 以未編碼的滑動因子建模, 可得

Y = β02 + β12W
∗ + ε (3.12)

估計參數β02以及β12, 其模型矩陣為:

M2 =



1 u∗

...
...

1 u∗

1 v∗

...
...

1 v∗
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其中M1為2n× 2之矩陣。 故利用最小平方法所得之參數估計式為: β̂02

β̂12

 = (M′
2M2)

−1
M′

2Y

綜合以上的說明, 本章的模擬工作之相關設定為:

1. 模型 (3.1) 中的參數β0將設定為20,β1將設定為4。

2. 模擬次數將設定為1000, 且每次的模擬, 都是隨機生成反應變數以及解釋變

數之數據, 然後利用編碼及未編碼的隨機滑動因子分別估計模型 (3.9) 和

(3.12) 的參數。 並與模型 (3.1) 所設定的參數比較。

3. 每次模擬中,生成的數據大小為k×n,其中k表滑動因子之水平數,n = 100每

個水平之數據大小。 在模型一的設定下 , 滑動因子之水平個數k = 2, 故每

次的模擬都將會有200筆隨機生成的數據。

4. 真實滑動因子之實驗區間設定為 [20,50], 其區間中心c = 35, 區間半長l =

15。

圖 3.1: 真實模型與實驗區間

5. 為使得滑動因子隨機化, 並且不同程度地偏離真實滑動因子區間 [20,50]。我

們將假設區間中心之變異數, 和區間半長之變異數各為1,6和10。 故滑動因

子變動的程度將會有3× 3 = 9種設定, 即
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表 3.1: 變異數σ2
c和σ

2
l之設定

σ2
l

1 6 10

σ2
c

1 (1,1) (1,6) (1,10)
6 (6,1) (6,6) (6,10)
10 (10,1) (10,6) (10,10)

6. 實驗誤差ε之變異數σ2
ε將設定為4。

7. 除利用隨機化滑動因子估計參數,我們也將用真實的滑動因子W估算參數估

計之變異數, 以此做為對照將使我們較易觀察隨機滑動因子對參數估計之變

異帶來的變化。 將W之高低水平以P1(W )編碼之, 可得模型矩陣與式 (3.11)

之 M1相同, 此外, 根據前段文章所提, 實驗誤差ε之變異數為σ2。 故可知參

數估計之變異數矩陣為:

cov

 β̂0

β̂1

 = (M′
1M1)

−1σ2

=

 σ2

2n
0

0 σ2

2n


將n以及σ2代入設定值的100以及4, 可得:

cov

 β̂0

β̂1

 =

 0.02 0

0 0.02

 (3.13)

所以β̂0以及β̂1之變異數皆為0.02, 兩者間的共變異數與相關係數皆為0。 此

為真實滑動因子區間W估計模型 (3.1)之參數所得的共變異數矩陣。我們將

以此做為基準, 觀察隨機化滑動因子所得之參數估計的共變異數矩陣將有何

變化。
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以本段所述之方法進行模擬, 編碼及未編碼的隨機滑動因子都將各有1000筆

利用模擬所估計的參數, 然後再計算出模型 (3.9) 與 (3.12) 的參數估計之平均數,

變異數, 共變異數與相關係數。 以下的3.1.1以及3.1.2兩小節為模擬結果之討論。

3.1.1 模型一之模擬結果-編碼的分析策略

表 3.2: 編碼的隨機滑動因子之參數平均

(σ2
c , σ

2
l ) β̂01 β̂01

(1,1) 19.9855400 4.0173111
(1,6) 19.9936000 4.0062406
(1,10) 20.0079100 4.0042189
(6,1) 19.9818000 4.0005697
(6,6) 19.9702400 4.0173210
(6,10) 19.9845900 4.0185770
(10,1) 19.9718700 4.0096948
(10,6) 20.0017500 4.0173505
(10,10) 19.9234100 3.9819241

編碼的隨機滑動因子與前文所描述的相同, 代表將隨機滑動因子區間W ∗以式

(3.10) 的正交多項式P ∗1 (W ∗)編碼之。 表 (3.2) 最左方的欄位代表該次模擬試驗的

滑動因子區間中心之變異數σ2
c和半長之變異數σ

2
l設定值。 而在每一個列之中皆包

含2個數值, 由左至右依序為:β̂01的平均值,β̂01的平均值。 給定一組σ
2
c和σ

2
l的設定

下, 我們將透過電腦模擬出1000組β̂01和β̂11, 即模型 (3.9) 中的參數估計, 接著用

這組樣本分別計算β̂01和β̂11的樣本平均數。 以表 (3.2) 第一列為例, 其σ2
c和σ

2
l的

設定皆為1,β̂01=19.98554則是利用1000個模擬生成的β̂01 計算而得之樣本平均

數;4.0173111則為相同計算方式所得的β̂11, 表中其他數值則經過類推可得。

根據表 (3.2), 不論將區間中心和半長變異設定為任何值, 利用隨機滑動因子估

計模型 (3.9) 之參數β01和β11皆大約為20與4左右。 與模型 (3.1) 所假設的參數設

定值幾乎相同, 故我們推斷隨機化的滑動因子所估計出的參數, 應具有不偏或接近

不偏的性質。
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表 3.3: 編碼的隨機滑動因子之參數變異

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂01) var(β̂11) cov(β̂01, β̂11) cor(β̂01, β̂11)

(1,1) 0.08979469 0.0920137900 0.0002379493 0.0026177770
(1,6) 0.08797613 0.4585140000 0.0059453520 0.0296018494
(1,10) 0.10080891 0.6847309000 −0.0081379730 −0.0309746795
(6,1) 0.47822642 0.0930280560 0.0049232070 0.0233412624
(6,6) 0.44830430 0.4556419000 0.0095990081 0.0212387073
(6,10) 0.46370563 0.6984885223 −0.0437091340 −0.0768017968
(10,1) 0.75301923 0.0853997400 0.0061345168 0.0241907344
(10,6) 0.74456492 0.4679896000 0.0137780908 0.0233410106
(10,10) 0.75200043 0.6802414409 0.0035314843 0.0049376090

表 (3.3) 中, 最左方的欄位所顯示的與表 (3.2) 相同, 皆代表一組σ2
c和σ

2
l的設

定值。 而在每一個列之中皆包含4個數值, 由左至右依序為: 截距項β̂01的變異數,

線性效應之參數β̂11的變異數 ,β̂01和β̂11的共變異數, 以及β̂01和β̂11的相關係數。 需

注意的是, 表 (3.2) 和表 (3.3) 是用相同模擬結果計算樣本平均和變異, 即給定一

組(σ2
c , σ

2
l )的設定值模擬出參數估計樣本, 然後以此樣本計算表 (3.2) 之樣本平均

和表 (3.3)的樣本變異數。 以表 (3.2)第一列為例,其σ2
c和σ

2
l的設定皆為1,var(β̂01)

=0.08979則是利用1000個模擬生成的β̂01 計算而得之樣本變異數;0.09201則為相

同計算方式所得到的var(β̂11); 0.00023則是1000組β̂01和 β̂11的樣本共變異數; 最

後,把樣本共變異數除以β̂01和β̂11兩者之樣本標準差即可得樣本相關係數0.00261。

表中其他數值則經過類推可得。

在表 (3.3) 中, 我們觀察到了以下幾個現象:

1. 表 (3.3)中,第二個欄位的var(β̂01)大約介於0.08至0.75,第三欄的var(β̂11)

大約介於 0.09至0.69。 不論在任何σ2
c 與σ

2
l的設定下, 都大於式 (3.13) 中的

兩個參數估計之變異數0.02。 其中0.02所代表的是, 以真實滑動因子實驗區

間W 進行實驗並且估計所獲得的參數之變異數, 其只受到實驗誤差ε影響。

但隨機化的滑動因子所估計的參數變異包含的不只有實驗誤差, 還包含隨機

區間中心和隨機區間半長的變異σ2
c和σ

2
l ,這些誤差都會使得參數估計的變異

數增加。 故可知, 只要有區間中心和半長的變異, 隨機化滑動因子W ∗的參數

估計之變異數便會大於真實滑動因子W的參數估計之變異數。 若忽略滑動
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因子實驗區間的隨機性, 即區間視為固定的, 則var(β̂01)與var(β̂11)將被低

估, 這將會使得參數由不顯著變成顯著, 因而得到錯誤的分析結果。

2. 仔細觀察var(β̂01)和var(β̂11)可發現,當σ2
c為1的時候,var(β̂01)大約是0.09;

若σ2
c變為6時,var(β̂01)則大約上升為0.46; 若σ2

c再提升到10,var(β̂01) 將再

大約上升為0.75。 當隨機區間中心之變異數上升時,β̂01及 β̂11的變異數皆產

生遞增的現象。給定σ2
l為1且σ2

c為1,6或10,var(β̂11)約為0.09;同樣地,若σ2
l

為6, 則var(β̂11) 約為0.45; 若σ2
l為10, 則var(β̂11)約為0.69。 我們可發現,

給定區間半長之變異,var(β̂11)受區間中心變異的影響很小。 圖3.2中, 我們

讓區間半長維持固定, 而只有區間中心產生變動, 因此可看到兩個半長相同

但不重疊的實驗區間1與2。 而在圖3.2中, 我們分別對兩實驗區域畫出其個

別的三角型, 若以X分量表示滑動因子的變化,Y分量代表反應變數的變化。

在實驗區間1與2裡,X與Y分量兩者的變量完全相同, 可知其斜率變化亦相

同,即斜率參數β̂11在實驗區域1與2中是相同的。故可知,採用編碼分析策略

所得的參數估計, 在給定區間半長變異的情況下, 其參數估計所代表的單位

不會有太大的改變。 若以隨機滑動因子實驗區間W = [u∗, v∗]的角度解釋,1

單位的編碼值代表v∗−u∗
2

= l∗單位的滑動因子, 可知編碼值單位的改變只受

到隨機區間半長影響, 因此也解釋了為何隨機區間中心對於var(β̂11)幾乎沒

有太大影響。 雖然區間中心變動對於斜率參數沒有太大影響, 但區間的變動

對反應變數之期望值造成影響, 圖3.2的實驗區間1裡, 可看到反應變數期望

值較實驗區間2小, 因此使得截距參數估計的變異var(β̂01) 產生變化, 故可

知區間中心變異遞增會使得var(β̂01)遞增。

3. 表 (3.3)中,當σ2
l為1的時候,var(β̂01)大約是0.09;若σ2

l變為6時,var(β̂01)則

大約上升為0.44; 若σ2
l再提升到10,var(β̂01)將再大約上升為0.75。 此外, 給

定σ2
c為1,6或10,當σ2

l為1,var(β̂11)約為0.09 ,σ2
l為6,var(β̂11)約為0.45;σ2

l為

10,var(β̂11)約為0.68。 這樣的現象與第2點相反, 給定區間中心變異則區間

半長變異對於var(β̂01)變化不大, 但造成var(β̂11)劇烈的改變。 圖3.3中, 展

示兩不同的實驗區間3與4, 兩者之區間中心相同, 但區間半長不同。 如同

圖3.2, 實驗區間3和4中亦有其對應的三角型, 其意義與圖3.2中的三角型

相同, 但可發現實驗區間3在X與Y分量的變化量皆小於實驗區間4, 若將
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隨機滑動因子以−1,1編碼之, 則實驗區間3的編碼值與實驗區間4的編碼值

代表的滑動因子單位是不一樣的。 由第2點的討論知,1編碼值代表v∗−u∗
2

=

l∗單位的滑動因子, 而編碼值的單位代表β̂11的單位, 因此說明了隨著σ2
l上

升var(β̂11)有劇烈的變動。 實驗區間3與4在區間中心不變的情況下, 兩者之

反應變數期望值的平均是相同的, 故可知區間半長對於var(β̂01)沒有影響。

圖 3.2: 區間中心改變, 區間半長固定

圖 3.3: 區間中心固定, 區間半長改變
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4. 表 (3.3) 第四個欄位顯示,9個β̂01和β̂11的共變異數值中的最大值約為0.013,

最小值約為−0.04, 其餘大約介於−0.008至0.009之間。這些數字都偏小, 且

有正的值和負的值。 所以, 我們推斷cov(β̂01, β̂11) 在任意σ
2
c和σ

2
l的設定下皆

接近0。若觀察表 (3.2)的第五個欄位亦可發現,cor(β̂01, β̂11)的值約在−0.07

至0.02之間散佈著, 且數字偏小, 所以我們亦推斷cor(β̂01, β̂11)為0。 此結論

與式 (3.13) 的共變異數為0一致。

3.1.2 模型一之模擬結果-未編碼的分析策略

表 3.4: 未編碼的隨機滑動因子之參數平均

(σ2
c , σ

2
l ) β̂02 β̂12

(1,1) 10.64226 0.2671117
(1,6) 10.66222 0.2667396
(1,10) 10.66922 0.2667253
(6,1) 10.66345 0.2666874
(6,6) 10.67337 0.2666126
(6,10) 10.66705 0.2666316
(10,1) 10.66483 0.2667866
(10,6) 10.65354 0.2670275
(10,10) 10.66548 0.2667121

未編碼的隨機滑動因子代表我們在模擬試驗的過程, 直接以隨機生成的滑動因

子實驗區間上下界值估計模型的參數, 而未經過正交多項式編碼。 表 (3.3) 之中的

每個數值計算方法皆與表 (3.1) 相同, 但表 (3.3) 是利用模型 (3.12) 的參數估計

計算而得, 表 (3.1) 則是利用模型 (3.9) 的參數估計計算而得。

根據表 (3.4),β̂02和β̂12 的樣本平均值大約為10.66與0.26, 與模型 (3.1) 所假

設之β0 = 20,β1 = 4不同。 這樣的差異主要是因為未編碼的滑動因子所得的參數

估計之單位已經改變, 不論隨機滑動因子實驗區間如何改變, 參數估計之單位皆為

滑動因子的原始單位, 所以未編碼分析策略的參數估計將會與真實滑動因子的參

數估計不同。
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表 3.5: 未編碼的隨機滑動因子之參數變異

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂02) var(β̂12) cov(β̂02, β̂12) cor(β̂02, β̂12)

(1,1) 0.12791036 0.00008867062 −0.0030879056 −0.9168985415
(1,6) 0.14102491 0.00009891921 −0.0034676230 −0.9284181875
(1,10) 0.13757215 0.00009753699 −0.0033847100 −0.9239990563
(6,1) 0.13091439 0.00009275900 −0.0031936620 −0.9164678378
(6,6) 0.13401309 0.00009507613 −0.0032882851 −0.9212131021
(6,10) 0.15377150 0.00010458980 −0.0037252746 −0.9289144091
(10,1) 0.12762936 0.00008692157 −0.0030488365 −0.9153665927
(10,6) 0.13963533 0.00009700738 −0.0033974902 −0.9231200146
(10,10) 0.15509402 0.00010763050 −0.0037888305 −0.9273420890

表 (3.5) 之中的每個數值計算方法亦與表 (3.3) 相同, 故不贅述。 表 (3.5) 的

數值, 包含了以下幾點資訊:

1. 表 (3.5)第二個欄位的var(β̂02)大約介於0.127至0.155,第三個欄位的var(β̂12)

大約介於0.00008至0.0001之間。 我們可發現var(β̂02)與var(β̂12)與區間中

心變異和半長變異之間,並無表 (3.3)般,隨著區間中心或半長變異上升而有

var(β̂02)或var(β̂12)明顯上升趨勢。 此外, 與式 (3.13) 的變異數0.02相比,

以未編碼的隨機滑動因子估計之參數變異var(β̂02)大於0.02; 而var(β̂12)則

小於0.02。 對於斜率參數β12, 以未編碼的滑動因子估計參數, 則參數估計的

單位將會是y的單位除以原始的滑動因子之單位。而在式 (3.13) 或是前部分

利用編碼的隨機滑動因子所估計的參數, 參數估計的單位則是y的單位除以

編碼值的單位, 以式 (3.13) 的真實滑動因子為例, 實驗區間為[u, v] , 若採

用−1,+1編碼, 則編碼值的單位代表v−u
2
單位的滑動因子。 故可知若採用未

編碼策略, 實驗區間的變動不會使參數估計的單位變化, 因為採用未編碼的

分析策略讓參數估計的單位保持一致。截距項參數β02之變異數上升,可由模

型 (3.9) 的截距項參數估計式看出端倪

β̂02 = Y − β̂12

(∑
W ∗

nk

)
其中k為滑動因子水平個數2,n代表每個水平的樣本數100,

∑
W ∗

nk
代表隨機滑

動因子之高低水平之平均。 以未編碼的隨機滑動因子估計模型 (3.12) 的β02
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, 則隨機區間中心c∗和隨機區間半長l∗造成的誤差將會出現在W ∗之中, 所

以β̂02的變異數將會較真實滑動因子所估計的β̂0來的大。 故可知, 截距項參

數的變異數上升, 是因為區間中心和半長的變異所造成的。

2. 表 (3.5)第四個欄位的cov(β̂02, β̂12)大約為−0.003,第五個欄位的cor(β̂02, β̂12)

則大約−0.92。 而在編碼的隨機滑動因子所估計的參數中, 表 (3.2) 所呈現

的cov(β̂01, β̂11)和cor(β̂01, β̂11)大約為0, 這樣的現象可將其視為−1,+1編碼

所帶來的直交性, 使得編碼的隨機滑動因子估計之cov(β̂01, β̂11)為0。未編碼

的隨機滑動因子, 截距項的效應與滑隨機滑動因子的線性效應之間將會有共

線性的問題。 此外, 由於區間隨機性的關係, 使得參數估計之間存在共變異

數。 因此,未編碼的隨機滑動因子所估計的參數之cov(β̂02, β̂12)與cor(β̂02, β̂12)

將會產生負值, 並且 cor(β̂02, β̂12) 值很接近−1, 說明β̂02與β̂12之間有強烈的

負相關。

3.2 模型二之模擬過程

模型二之模擬過程與本章3.1節所描述之方法相同, 但真實的模型改為一個二次模

型, 即:

Y = β0 + β1P1(W ) + β2P2(W ) + ε (3.14)

其中

P2(W ) = 3

(
W − c
l

)2

− 2

模型二之相關模擬設定, 與模型一大部分相同, 以下為兩者之間的不同處:

1. 模型 (3.14) 中的β0與β1設定依然為20與4,β2設定為−2。 圖3.4展示真實實

驗區間 [20,50]之內的反應曲面。

2. 每次模擬中, 生成的數據大小依舊為k × n。 但在模型二的設定下, 為能估

計隨機滑動因子之二階效應, 所以對隨機滑動因子多取了一個中水平m∗, 其

中m∗ = u∗+v∗

2
, 故水平個數k變為3, 而n保持為100, 因此每次的模擬都將會

有300筆隨機生成的數據。
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圖 3.4: 真實二次模型與實驗區間

3. 將隨機滑動因子編碼的正交多項式P ∗1 (W )與式 (3.10) 相同,P ∗2 (W )為:

P ∗2 (W ) = 3

(
W − c∗

l∗

)2

− 2 (3.15)

其中c∗與l∗為隨機區間中心和半長。

4. 採用編碼的滑動因子所建立的模型為

Y = β03 + β13P
∗
1 (W ∗) + β23P

∗
2 (W ∗) + ε (3.16)

採用未編碼的滑動因子所建立的模型為

Y = β04 + β14W
∗ + β24(W

∗)2 + ε (3.17)

5. 做為對照, 我們將以真實滑動因子實驗區間計算模型 (3.14) 的參數估計之

變異數, 如此一來將易於觀察隨機滑動因子對於參數估計所帶來的改變。 首

先,以正交多項式P1(W )和P2(W )對真實滑動因子的低,中,高水平u,m,v編
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碼可得模型矩陣M3為

M3 =



1 −1 1
...

...
...

1 −1 1

1 0 −2
...

...
...

1 0 −2

1 1 1
...

...
...

1 1 1


所以, 利用真實滑動因子所得的參數估計之變異數矩陣為:

cov


β̂0

β̂1

β̂2

 = (M′
3M3)

−1σ2

=


σ2

3n
0 0

0 σ2

2n
0

0 0 σ2

6n


將實驗誤差之變異數σ2代入4,n代入100, 可知變異數矩陣為:

cov


β̂0

β̂1

β̂2

 =


0.0133 0 0

0 0.02 0

0 0 0.0067

 (3.18)

以真實滑動因子所估計的參數, 截距項參數之變異數為0.0133, 斜率參數之

變異數為0.02, 二次效應之參數則為0.0067, 且參數之間的共變異數為0。
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3.2.1 模型二之模擬結果-編碼的分析策略

表 3.6: 編碼的隨機滑動因子之參數平均數

(σ2
c , σ

2
l ) β̂03 β̂13 β̂23

(1,1) 19.97791000 4.00279400 −1.99813150
(1,6) 19.88460000 4.00916100 −2.03850240
(1,10) 19.96392000 3.93493900 −2.00848469
(6,1) 19.79529000 4.09875100 −2.00157548
(6,6) 19.72343000 4.06713900 −2.05045144
(6,10) 19.68989000 4.02697000 −2.07586820
(10,1) 19.71066000 3.99540800 −1.99639217
(10,6) 19.73232000 3.99774400 −1.99775749
(10,10) 19.61221000 4.00953900 −2.05917796

表 (3.6)中的數值計算方式與表 (3.2)相同,在給定任意(σ2
c , σ

2
l )之設定下,1000

組β̂03,β̂13與β̂23 的平均值大約為20,4以及−2。 與模型 (3.14) 所假設的幾乎相同,

故可知編碼的隨機滑動因子之參數估計應具有不偏或接近不偏的性質。

表 3.7: 編碼的隨機滑動因子之參數變異數

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂03) var(β̂13) var(β̂23)

(1,1) 0.379300830 0.663792500 0.081522410
(1,6) 1.765369280 1.029593353 0.432416400
(1,10) 3.127509270 1.332873833 0.755161200
(6,1) 0.832942080 4.108961776 0.075586990
(6,6) 2.141476830 4.204083410 0.452568800
(6,10) 3.627020420 4.351183443 0.804462600
(10,1) 1.198187570 7.028003581 0.078750530
(10,6) 2.572082910 6.510587620 0.440588200
(10,10) 3.690892760 6.748167042 0.747667100
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表 3.8: 編碼的隨機滑動因子之參數共變異數與相關係數

(σ2
c , σ

2
l ) cov(β̂03, β̂13) cov(β̂03, β̂23) cov(β̂13, β̂23) cor(β̂03, β̂13) cor(β̂03, β̂23) cor(β̂13, β̂23)

(1,1) −0.33797039 0.15010220 −0.07388753 −0.67355116 0.85360442 −0.31762631
(1,6) −1.00240252 0.84537710 −0.39930920 −0.74351802 0.96756827 −0.59844656
(1,10) −1.66594954 1.51065700 −0.73282160 −0.81595840 0.98298464 −0.73043892
(6,1) −1.53441211 0.13986701 −0.06685732 −0.82940866 0.55742234 −0.11996633
(6,6) −1.93150030 0.86345704 −0.35930812 −0.64372804 0.87708512 −0.26048881
(6,10) −2.55211658 1.58880404 −0.68665191 −0.64242408 0.93012733 −0.36701178
(10,1) −2.38546422 0.13911330 −0.06034992 −0.82204296 0.45287621 −0.08112113
(10,6) −2.90733500 0.87236459 −0.45308131 −0.71046469 0.81948143 −0.26751591
(10,10) −3.28770403 1.46984500 −0.70005065 −0.65877042 0.88481340 −0.31166097

表 (3.7) 與 (3.8) 中的每一個樣本變異數, 樣本共變異數以及樣本相關係數的

計算方式與表 (3.3) 中的相同。 都是在給定一組(σ2
c , σ

2
l ) 設定值下, 透過模擬獲得

1000隨機滑動因子之參數估計β̂03,β̂13和β̂23, 然後計算樣本變異數, 共變異數和相

關係數。 根據表 (3.7) 和 (3.8), 可獲得以下資訊:

1. 表 (3.7)中,var(β̂03)大約介於0.37至3.69,var(β̂13)大約介於0.66至7,var(β̂23)

大約介於0.75至0.8。 與式 (3.18) 的真實滑動因子所估計之參數變異數相

比,var(β̂0)為0.0133,var(β̂1)為0.02, var(β̂2)為0.0067。 故可知, 隨機滑動

因子的三個參數估計之變異數, 都會大於真實滑動因子所估計的參數估計變

異數。 這又再次的說明, 參數若是由隨機滑動因子估計獲得, 則區間中心變

異和半長變異將會使得參數估計的變異數上升。

2. 表 (3.7) 中, 若給定區間半長變異σ2
l = 1,σ2

c為1,6與10時,var(β̂03)由0.4上

升至0.8再上升為1.2,其變動範圍介於0.4至1.2之間;若σ2
l = 6,則var(β̂03)

之變動範圍介於1.8至2.6之間; 若σ2
l = 10, 則var(β̂03)之變動範圍介於

3.1至3.7之間。 由模擬結果可知隨著區間中心上升,var(β̂03)的變異數明顯

呈現遞增的現象。 圖3.5中, 展示三個區間半長相等但中心會變動的實驗區

間5,6與7。 而三實驗區間在真實模型上分別以粗黑線標示出三個扇型的區

域, 其X分量代表滑動因子的變動,Y分量代表反應變數的變動。反應變數的

期望值大小在三個不同的實驗區間各不相同, 可知var(β̂03)受到σ
2
c影響。 若

給定區間半長的變異, 我們可想像區間中心的變異越大 , 則隨機滑動因子實

驗區間內的反應變數期望值大小變化會更劇烈, 因此σ2
c變大, 則var(β̂03)亦
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將增大。

3. 若給定區間中心變異σ2
l = 1,則σ2

c為1,6和10,var(β̂13)各為0.7,4.1與7;σ2
l =

6,則隨著σ2
c變化, var(β̂13)約為1,4.2與6.5;若σ2

l = 10,隨著σ2
c變化,var(β̂13)

為1.3,4.3與6.7。 給定區間半長變異, 我們觀察到隨著σ2
c上升,var(β̂13)呈現

明顯遞增的狀態。 圖3.5中, 若將三個實驗區間Y分量的變化除以X分量的

變化可得到個別的斜率, 由三個實驗區間可知, 實驗區間5的斜率最大, 其次

是實驗區間6的斜率, 實驗區間7的斜率為負是最小的。 由二次模型所構成

的反應曲面, 會受到二次效應的影響產生曲率的變化, 使得反應變數期望值

隨著滑動因子變動而遞增或遞減之速率不同。 圖3.5的實驗區間5, 其反應變

數期望值遞增速率大於實驗區間6, 而兩者為等長的實驗區間, 故實驗區間

5之斜率大於實驗區間6之斜率。 而在實驗區間7裡, 反應變數之期望值隨著

滑動因子遞增而遞減, 因此其斜率為負。 故可知, 給定區間半長之變異, 若

區間中心之變異σ2
c越大, 會使得隨機滑動因子實驗區間裡的斜率變化越大,

即var(β̂13)越大。

4. 若σ2
l = 1,var(β̂23)大概是0.08,幾乎不受σ2

c影響;同樣地,若σ2
l = 6,var(β̂23)

大概是0.44; 若σ2
l = 10,var(β̂23)大概是0.77。 第3點提到, 由於二次效應的

關係使得二次模型之曲率會產生變化。由圖3.5的三個等長實驗區間,實驗區

間5和7線性效應較為顯著, 但是曲率很微小, 實驗區間6則是線性效應不顯

著,但曲率較實驗區間5與7稍為明顯。雖然三個實驗區間裡的曲率變化各不

相同, 但由於半長相等的關係, 使得三個實驗區間內所觀察到的曲率差異很

小。 圖3.6展示3個區間中心相等但不等長的實驗區間,實驗區間10半長最長

的實驗區間, 依序為實驗區間9與實驗區間8。 透過實驗區間10所觀察到的

曲率較為明顯, 而在實驗區間8則幾乎觀察不到曲率的改變。 因此我們看到

模擬的結果顯示σ2
c的變動, 對於 var(β̂23)產生的變化很微小。 而var(β̂23)之

所以會產生很大的變動, 則是因為區間半長的變異改變隨機滑動因子實驗區

間半長,因而影響隨機實驗區間內所觀察到的曲率明顯與否。所以var(β̂23)會

有遞增的趨勢, 是因為σ2
l的影響。

5. 表 (3.7) 中, 若給定區間中心變異σ2
c = 1,σ2

l為1,6與10時,var(β̂03)分別

為0.4,1.8與3.1; 若σ2
c = 6,σ2

l為1,6與10時 ,var(β̂03)分別為0.8,2.1與3.6;
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若σ2
c = 10,σ2

l為1,6與10時, 則var(β̂03)分別為1.2,2.6與3.7。 圖3.5中的三

個實驗區間,只有區間半長改變,區間中心保持固定。 實驗區間8的反應變數

期望值變動的範圍很小; 半長較長的實驗區間9的反應變數期望值之變動範

圍較大; 區間最長的實驗區間10, 其反應變數期望值變動的範圍則最大。 而

三實驗區間內的反應變數期望值之最大值皆相等, 但由於半長的關係, 使得

實驗區間10將有最小的反應變數期望值, 故實驗區間10所得的截距項參數

將是最小的, 實驗區間8是最大的。 故可想像, 給定區間中心變異的情況下,

區間半長的改變將會使得截距項參數估計有明顯的變化, 因此var(β̂03)將隨

σ2
l上升而遞增。

6. 若給定區間中心變異σ2
c = 1,則var(β̂13)大約介於0.7與1.3;σ2

c = 6,var(β̂13)

約介於4.1與 4.3;若σ2
c = 10,var(β̂13)約在6.5與7之間。 同第4點的描述,圖

3.5的實驗區間隨著區間半長增加,其所觀察到的曲率趨於明顯, 而線性效應

則相反, 隨著半長增加將變得稍微不明顯。 因此, 當區間半長之變異遞增時,

除了影響到隨機滑動因子實驗區間內所觀察到的曲率, 亦影響到所觀察的線

性效應, 所以當給定σ2
c時, σ2

l的上升將使var(β̂13)小幅度的上升。

圖 3.5: 區間中心改變, 區間半長固定
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圖 3.6: 區間中心固定, 區間半長變動

7. 根據表 (3.8),cov(β̂03, β̂13)大約介於−3.28至−0.33之間;cov(β̂03, β̂23) 則介

於0.14至1.59;cov(β̂13, β̂23)介於−0.73至−0.06。而cor(β̂03, β̂13)介於−0.82

和−0.64之間 ;cor(β̂03, β̂23)則介於0.45至0.98;cor(β̂13, β̂23)大約介於−0.73

至−0.08之間。 前段文章提到,二次效應模型所構成的反應曲面,會受到曲率

影響, 當曲率很明顯時, 線性效應會不顯著,而二次效應會顯著 ;若曲率完全

不顯著, 則反應曲面會趨近於線性的, 故線性效應顯著, 而二次效應不顯著。

因此,β̂13與β̂23 之間呈現負相關。

模型 (3.14) 中, 我們將二次效應參數β2設定為−2, 所以反應曲面的圖形將

會呈現開口向下的曲線, 如圖3.7; 若將β2設定為正值 , 則反應曲面將會是開

口向上的曲線, 如圖3.8。 而在圖3.7中, 圖上方的圓點代表該二次曲線的最

大值, 其投影在水平軸上有一個對應的值; 圖3.8下方的圓點則是該曲線的

最小值, 其在水平軸上亦有對應值。 不論是開口向下或向上的反應曲面, 我

們都可發現當隨機滑動因子實驗區間逐漸遠離反應變數期望值產生最大值

或最小值的區域時, 反應曲面的曲率會漸漸的消失變得不明顯, 即反應曲面

逐漸趨近於線性的, 所以二次效應將會不顯著。 另外, 使得反應曲面的曲率

最明顯的實驗區間, 則落在反應變數期望值產生極大或極小的滑動因子值附

近, 在此實驗區間裡, 二次效應將會顯著, 而線性效應將不顯著。 根據圖3.4,
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在本次模擬的設定中, 真實滑動因子實驗區間被設定為包含反應變數期望值

之極大值, 然後再將其隨機化使之偏離真實實驗區間。 因此, 在我們的模擬

設定中β̂13與β̂23將會是負相關的。

此外, 模型 (3.16) 中以編碼的隨機滑動因子估計β03之估計式可寫成:

β̂03 = Y − β̂13

(∑
P ∗1 (W ∗)

nk

)
− β̂23

(∑
P ∗2 (W ∗)

nk

)
= Y (3.19)

其中k為因子水平個數3,n為每個滑動因子水平之樣本數100。
∑
P ∗1 (W ∗)將

會等於0,因為編碼值為−1,0,+1;
∑
P ∗2 (W ∗)亦將為0,因為編碼值為 1,−2,1。

在模型 (3.14)所設定的情況,反應曲面之開口向下。經由前部分的介紹可知,

滑動因子若逐漸遠離反應變數期望值產生最大值的區域時, 則線性效應將顯

著, 在此同時, 反應變數值亦將偏小, 根據式 (3.19) 可知截距參數估計亦將

會偏小。 因此,β̂03與β̂13之間呈現負相關。 又根據前部分的文章介紹可知, 當

二次效應顯著時, 隨機滑動因子所在的區域能讓對應的反應變數值趨近於最

大值, 根據式 (3.19), 較大的反應變數值可獲得較大的截距項參數估計, 故

β̂03與β̂23之間呈現正相關。

在模擬的設定中, 如圖3.4所示, 真實實驗區間設定在曲率極為明顯的的區

域裡。 若我們將真實實驗區間設定在曲率非常不明顯的區域, 如同圖3.5中

的實驗區間5或7。 則當實驗區間以微小的幅度變動時, 隨機實驗區間所觀

察到的斜率, 曲率與反應變數期望值的變動將不會太大, 因此參數估計的變

異也將不會太大。 若隨機實驗區間變動的幅度很大時, 亦即區間中心與區間

半長變異數變大, 則斜率與曲率等等都將有很大的變動, 而參數估計的變異

會有變大的現象。

而對於參數估計間的相關性, 則與前述的相同, 當斜率變化明顯時, 曲率則

否; 曲率變化明顯, 斜率則否, 因此β̂13與β̂23將呈現負相關。 而β̂13,β̂23兩者

與β̂03之相關則與反應變數期望值的大小有關, 在開口向下的模型中, 反應變

數期望值大的區域其曲率較為明顯, 因此β̂23與β̂03呈正相關; 反應變數期望

值小的區域其斜率變化較為明顯, 因此β̂13與β̂03呈現負相關。
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圖 3.7: 開口向下的二次曲線

圖 3.8: 開口向上的二次曲線

3.2.2 模型二之模擬結果-未編碼的分析策略

表 (3.9) 中, 在任意的(σ2
c , σ

2
l )設定值下,β̂04,β̂14與β̂24各約為−18,2.13與−0.026。

與真實模型參數20,4,−2之間存在很大的差異, 此為單位改變所造成的變化。 以未

編碼的隨機滑動因子估計參數, 則參數估計的單位是滑動因子的原始單位。 以編碼

的隨機滑動因子估計參數 , 參數估計的單位將會是編碼值所代表的單位。
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表 3.9: 未編碼的隨機滑動因子之參數平均數

(σ2
c , σ

2
l ) β̂04 β̂14 β̂24

(1,1) −18.04594000 2.13638300 −0.02671252
(1,6) −17.96276000 2.13081800 −0.02663003
(1,10) −17.99585000 2.13322200 −0.02666443
(6,1) −17.98914000 2.13209000 −0.02664218
(6,6) −18.02144000 2.13427900 −0.02667119
(6,10) −17.98577000 2.13272800 −0.02665966
(10,1) −17.96212000 2.13088000 −0.02662999
(10,6) −18.00139000 2.13343300 −0.02667069
(10,10) −17.96101000 2.13110600 −0.02663968

表 3.10: 未編碼的隨機滑動因子之參數變異數

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂04) var(β̂14) var(β̂24)

(1,1) 1.5689146200 0.0060757680 0.0000012130
(1,6) 1.9747699900 0.0075725090 0.0000015181
(1,10) 2.7283893400 0.0099541580 0.0000019756
(6,1) 1.5535723600 0.0058647660 0.0000011677
(6,6) 2.0363808300 0.0075813250 0.0000015255
(6,10) 2.7192173900 0.0097931340 0.0000019410
(10,1) 1.5994017400 0.0060922120 0.0000012342
(10,6) 2.3185225200 0.0082295320 0.0000016256
(10,10) 2.4937537900 0.0090761460 0.0000018208

表 3.11: 未編碼的隨機滑動因子之參數共變異數與相關係數

(σ2
c , σ

2
l ) cov(β̂04, β̂14) cov(β̂04, β̂24) cov(β̂14, β̂24) cor(β̂04, β̂14) cor(β̂04, β̂24) cor(β̂14, β̂24)

(1,1) −0.09602317 0.00131804 −0.00008514 −0.98350324 0.95541180 −0.99169004
(1,6) −0.12075653 0.00167361 −0.00010654 −0.98748948 0.96659227 −0.99370211
(1,10) −0.16293450 0.00225051 −0.00013941 −0.98868422 0.96934531 −0.99415043
(6,1) −0.09364690 0.00127383 −0.00008186 −0.98107524 0.94575160 −0.98919924
(6,6) −0.12221575 0.00168207 −0.00010659 −0.98361491 0.95435676 −0.99117682
(6,10) −0.16121394 0.00221784 −0.00013691 −0.98791545 0.96537095 −0.99302451
(10,1) −0.09657218 0.00131810 −0.00008567 −0.97833081 0.93817046 −0.98803499
(10,6) −0.13566780 0.00184011 −0.00011445 −0.98216297 0.94782077 −0.98953782
(10,10) −0.14816277 0.00203510 −0.00012735 −0.98483069 0.95504754 −0.99062317
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表 (3.10) 與 (3.11) 之數值計算法和前文所提相同, 故詳細之計算方式可參照

前文所描述。 經由 (3.10) 和 (3.11) 兩表, 我們可獲得以下資訊:

1. 表 (3.10)中,var(β̂04)約介於1.55和2.72之間;var(β̂14)約介於0.006至0.009;

var(β̂24) 則大約介於0.0000011至 0.0000019之間。 而式 (3.18) 中, 以真實

滑動因子估計所得的參數變異數,var(β̂0),var(β̂1)和var(β̂2)分別為0.0133與

0.02以及0.0067。 我們可發現以隨機滑動因子所估計的參數, 只有截距項的

參數估計之變異數 (介於1.55至2.27) 大於真實滑動因子所估計的截距項參

數之變異數 (0.0067)。 若以未編碼的隨機滑動因子效應建模, 則模型 (3.17)

截距項參數的最小平方法之估計式可表達為

β̂04 = Y − β̂14

(∑
W ∗

nk

)
− β̂24

(∑
(W ∗)2

nk

)
(3.20)

其中k為因子水平個數3,n為每個滑動因子水平之樣本數100。
∑
W ∗

nk
表示滑動

因子的低中高水平之平均值,其中低中高三水平分別為u∗,m∗和v∗;
∑

(W ∗)2

nk
則

代表將三水平的值取平方後再取平均。而在式 (3.20)中, 將實驗區間隨機化

的隨機區間中心和隨機半長之變異將會透過W ∗和(W ∗)2兩項對β̂04之變異數

造成影響, 並使得變異數大於0.0133, 即真實滑動因子所估計截距參數估計

變異。 此外, 線性效應之參數估計變異數和二次效應之參數估計變異數小於

真實滑動因子所估計的參數變異數, 則是因為未編碼的隨機滑動因子所估計

的參數,其所代表的單位為y之單位除以滑動因子原始的單位,而非編碼值所

代表的單位,所以β̂04,β̂14與β̂24不論隨機滑動因子實驗區間如何變動,都能有

相同一致的單位。因此, 採用未編碼之參數估計的變異數, 其受到區間隨機性

之影響, 將小於採用編碼策略之參數估計變異。

2. 給定σ2
c = 1時,若σ2

l等於1,6與10,則var(β̂04)分別為1.6,2與2.7;var(β̂14)分

別為0.006,0.008與0.01; var(β̂24)分別為0.0000012,0.0000015與0.0000019,

而當σ2
c等於6或10時,σ2

l對參數估計之變異的影響略同。 我們可看到隨著區

間半長變異的上升,var(β̂04),var(β̂14)與var(β̂24)皆有明顯遞增的現象,其原

因請參考3.2.1節第4點, 第5點以及第6點的敘述。 除此之外, 區間中心的變

異σ2
c對於var(β̂04),var(β̂14)與var(β̂24)的影響不如σ

2
l來的大 , 其原因請參

考3.2.1節中的第4點, 第5點和第6點。 須注意的是, 表 (3.10) 的參數變異
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幅度遠小於表 (3.7) 所展示的。 採用編碼分析策略進行估計所得的參數之

單位會隨著實驗區間的隨機性而有劇烈的改變, 而採用未編碼分析策略之參

數估計, 由於單位的一致性使得參數估計對於實驗區間隨機化的影響較不敏

感。

3. 表 (3.11)中,cov(β̂04, β̂14)約介於−0.16至−0.09,cov(β̂04, β̂24)約介於0.0013

至0.0022, cov(β̂14, β̂24)介於−0.00008至−0.0001。與表 (3.7)相比,表 (3.10)

裡所呈現的共變異數較低, 但相關係數卻呈現參數估計之間具有強烈的相關

性。 β̂04和β̂14間的相關係數cor(β̂04, β̂14)約介於−0.98至−0.97, cor(β̂04, β̂24)

介於0.93至0.96,cor(β̂14, β̂24) 約介於−0.99至−0.98。 而關於截距項參數估

計, 線性效應參數估計以及二次效應之參數估計之間的正負相關性, 請參見

3.2.1節中關於第7點的解釋。 除此之外, 參數估計間具有強烈的相關性, 這

將會是未編碼滑動因子效應之間存在共線性以及區間隨機隨機性的結果, 進

而對估計參數造成的影響。
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第 4 章

模擬結果的導證

在第三章, 我們展示了利用經過編碼以及未經過編碼的隨機化滑動因子所產生的

參數估計之變異數, 共變異數以及參數估計之平均值。 在第四章裡, 我們將利用統

計的手法對第三章的模擬結果進行導證。

4.1 模型一

4.1.1 編碼的隨機滑動因子

式(3.1) 假設真實的第二階段分析模型為

Yi = β0 + β1P1(W ) + εi, i = 1, ..., n

εi ∼ N(0, σ2)

且cov(εi, εj) = 0,∀i 6= j

W為滑動因子, 其真實實驗區間為[u, v],P1(W )為滑動因子的線性效應

P1(W ) =
W − c
l

(4.1)

其中c和l表示真實滑動因子區間中心與半長。 又根據模擬所產生的隨機滑動因子

區間W ∗ = [u∗, v∗]可知

c∗ =
u∗ + v∗

2
∼ N(c, σ2

c )

l∗ =
v∗ − u∗

2
∼ LOGNOR(µt, σt)
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由於l∗為對數常態分布, 故將其取對數可知其為常態分布。

t∗ = log(l∗) ∼ N(µt, σ
2
t )

根據式 (3.4) 與 (3.5) 可知,µt,σ
2
t為給定隨機區間半長l

∗期望值µl和變異數σ
2
l =

var(l∗)所得的對數區間半長的期望值和變異數, 故

σ2
t = log

(
σ2
l

µ2
l

+ 1

)
µt = log(µl)− 0.5× log

(
σ2
l

µ2
l

+ 1

)
而在第三章的模擬中, 生成隨機區間半長值的過程也是經由控制E(l∗)和var(l∗)完

成的。 此外, 為簡化推導過程中的符號表示我們將隨機滑動因子區間中心c∗以及隨

機對數區間半長t∗表示為

c∗ = c+ εc

εc ∼ N(0, σ2
c )

以及

t∗ = µt + εt

εt ∼ N(0, σ2
t )

且隨機區間半長與隨機區間對數半長之間的關係為

l∗ = exp(t∗)

故隨機化的滑動因子區間上下界u∗和v∗為

u∗ = c∗ − l∗ = c+ εc − exp(µt + εt)

v∗ = c∗ + l∗ = c+ εc + exp(µt + εt)
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則可知每次隨機生成的滑動因子區間上界u∗以及下界v∗所對應的的反應變數值為

Y ∗ui = β0 + β1P1(u
∗) + εui = β0 + β1

(
(c+ εc − exp(µt + εt))− c

l

)
+ εui

= β0 + β1

(
εc − exp(µt + εt)

l

)
+ εui (4.2)

Y ∗vi = β0 + β1P1(v
∗) + εvi = β0 + β1

(
(c+ εc + exp(µt + εt))− c

l

)
+ εvi

= β0 + β1

(
εc + exp(µt + εt)

l

)
+ εvi, i = 1, ..., n

(4.3)

其中εui,εvi表實驗誤差,且εui,εvi與區間中心與半長誤差εc以及εt之間假設為互相獨

立。 在第二章提到, 在配適第二階段模型的過程裡, 我們有兩種分析策略: 其一為

將隨機生成的u∗和v∗利用隨機化的區間中心c∗以及半長l∗以正交多項式編碼, 因此

有了正交多項式

P ∗1 (W ) =
W − c∗

l∗
(4.4)

須注意,式 (4.1)的P1(W )與式 (4.4)的P ∗1 (W )中,用以編碼的分別是固定的c與l以

及隨機的c∗與l∗。 所以, 透過編碼的隨機滑動因子建立的模型為:

Y = β01 + β11P
∗
1 (W ) + ε (4.5)

利用P ∗1 (W )對u∗和v∗進行編碼, 可得模型矩陣M1:

M1 =



1 −1
...

...

1 −1

1 1
...

...

1 1
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其中M1之維度為2n× 2, 並將反應變數Y表為

Y =



Y ∗u1
...

Y ∗un

Y ∗v1
...

Y ∗vn


則模型 (4.5) 中的參數之最小平方法估計為 β̂01

β̂11

 = (M′
1M1)

−1M′
1Y

=

 β0 +
β1

l
× εc +

∑n
i=1(εvi + εui)

2n

β1e
µt

l
× eεt +

∑n
i=1(εvi − εui)

2n

 (4.6)

此即為編碼的隨機滑動因子所產生的參數估計。 若將參數估計β̂01,β̂11取期望值可

得

E

 β̂01

β̂11

 =

 β0 +
β1

l
× E(εc) + E

(∑n
i=1(εvi + εui)

2n

)
β1e

µt

l
× E(eεt) + E

(∑n
i=1(εvi − εui)

2n

)


=

 β0

β1e
µt

l
× E(eεt)

 ≈
 β0

β1e
µt

l

 (4.7)

其中≈乃根據泰勒展式

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ... (4.8)

所以在式 (4.7) 裡, 對eεt展開至第1項並取期望值可得:

E(eεt) ≈ E (1 + εt) = 1
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此外

l∗ = eµt+εt = eµteεt ≈ eµt × (1 + εt)

所以

E(l∗) ≈ E(eµt × (1 + εt)) = eµt

即eµt ≈ µl, 故

E

 β̂01

β̂11

 ≈
 β0

β1e
µt

l

 ≈
 β0

β1µl
l

 (4.9)

若µl
l
非常接近1或等於1, 即隨機區間半長之期望值µl接近或等於真實區間半長,則

透過編碼的隨機滑動因子所得之參數估計期望值會與式 (3.1) 所假設的真實模型

之參數β0與β1相當接近, 因此將具有接近不偏的性質。 根據式 (3.1), 參數β1代表

每單位W編碼值的變動對於反應變數造成的改變, 而編碼值代表的滑動因子單位

受區間半長影響 , 當隨機區間半長差不多等於真實區間半長時, 則以隨機區間與

真實區間估計β1, 其單位不但相同, 且其所描述的反應變數變化亦相同, 因此將接

近不偏估計。

接著, 將式 (4.6) 取變異數

cov

 β̂01

β̂11

 = cov

 β0 +
β1

l
× εc +

∑n
i=1(εvi + εui)

2n

β1e
µt

l
× eεt +

∑n
i=1(εvi − εui)

2n



=


(
β1

l

)2

σ2
c +

σ2

2n
0

0

(
β1exp(µt)

l

)2

σ2
t +

σ2

2n

 (4.10)

其中

var(β̂11) = var(
β1e

µt

l
× eεt +

∑n
i=1(εvi − εui)

2n
)

=

(
β1e

µt

l

)2

var(eεt) +
σ2

2n
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利用式 (4.8) 對eεt展開至第1項並取期望值可得

var(β̂11) ≈
(
β1e

µt

l

)2

var(1 + εt) +
σ2

2n

=

(
β1e

µt

l

)2

σ2
t +

σ2

2n

而β̂01與β̂11兩者之共變異數為

cov(β̂0, β̂1) = cov(β0 +
β1

l
× εc +

∑n
i=1(εvi + εui)

2n
,
β1e

µt

l
× eεt +

∑n
i=1(εvi − εui)

2n
)

= cov(

∑n
i=1(εvi + εui)

2n
,

∑n
i=1(εvi − εui)

2n
) = 0

上式中結果的導出利用了各個誤差項之間所假設的獨立性質。

式 (4.10) 中, 我們可將共變異矩陣拆解為兩部分:

cov

 β̂01

β̂11

 =


(
β1

l

)2

σ2
c +

σ2

2n
0

0

(
β1exp(µt)

l

)2

σ2
t +

σ2

2n



=


(
β1

l

)2

σ2
c 0

0

(
β1exp(µt)

l

)2

σ2
t

+


σ2

2n
0

0
σ2

2n

 (4.11)

表示參數估計的變異主要是由滑動因子隨機化對於參數估計帶來的變異加上實驗

誤差產生的參數估計之變異, 其中σ2
t = log

(
σ2
l

µ2
l

+ 1
)
。

若區間中心和半長的變異數σ2
c和σ

2
l皆等於0,σ2

t亦將等於0。 則式 (4.11) 中, 加

號左方的矩陣將等於0 , 代表參數估計的變異數將只受到實驗誤差變異σ2影響。此

外,當σ2
c ,σ2

l及σ
2
t皆為0時, 滑動因子實驗區間的隨機性已被去除,此時滑動因子實

驗區間即為真實的。

我們發現當真實滑動因子區間半長l增加時, 滑動因子隨機化對參數估計所造

成的變異將會降低。 想像我們有一個滑動因子區間, 而區間半長只有5, 那麼當滑

動因子隨機化, 開始以σ2
c=1,σ2

t=1的幅度在變動時, 其對應在模型 (3.1) 之反應區
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面上的平均值相對於區間半長5將會產生大幅的變動。 若假設區間半長為100, 那

麼滑動因子以σ2
c=1,σ2

t=1的幅度在變動時, 其平均值的變化則是有限的。 因此, 在

給定σ2
c ,σ

2
t的狀況下, 區間半長l越長, 則有利於降低參數估計之變異數。

由式 (4.9) 可知eµt ≈ µl, 即e
µt約可視為隨機區間半長的期望值µl。 假設滑動

因子W有三個不同的隨機實驗區間, 其中心為固定值35, 而隨機區間半長則分別

為5,15 以及25, 所以三個隨機實驗區間為 [30,40],[20,50]和 [10,60]。 此外, 假設

一真實模型為

Y = β0 + β1P1(W ) + ε

其中β0 = 10,β1 = 3,P1(W )為正交多項式。 假設區間 [30,40]的反應變數期望值

為9,11;[20,50]的反應變數期望值為7,13;[10,60]區間的反應變數期望值為5,15。採

用編碼策略估計β1, 則區間 [30,40]所得的參數估計β̂1期望值為1; 區間 [20,50]所

得β̂1期望值為3; 區間 [30,40]所得之β̂1期望值為5。 在以上三種實驗區間裡, 當編

碼值變動一單位時, 可知反應變數期望值將變動1,3,5單位。 根據前文討論可知編

碼值代表的單位受隨機區間半長影響, 在此例中, 三個實驗區間半長分別為5,15及

25, 故可知, 若隨機實驗區間半長越長, 則編碼值所代表的滑動因子單位越大, 因

此一單位編碼值的變動所描述的滑動因子變化越大,其反應變數的變化也越大。 因

此可想像隨機區間半長越長, 則其估計出來的參數值會越大, 其變異的程度也會越

大, 因此解釋eµt對於var(β̂1)之影響。

雖然真實區間半長l對參數估計變異有如上的影響, 但真實區間中心c卻未出現

在式 (4.11) 裡。 根據模型 (3.1), 滑動因子與反應變數之間的關係為一直線, 其斜

率為β1。 因此, 不論c的值為何, 真實滑動因子區間或者隨機滑動因子區間裡所對

應的反應區面之斜率都將保持不變。 故可知真實區間中心c不會對β̂11之變異造成

影響。 但是, 當區間中心變化使隨機區間變動到反應變數值很高或很低的區域時,

將會使估計的截距項偏大或偏小。故可知, 區間中心變異的大小對截距項參數估計

的變異有影響。

除了以上所提及的影響,滑動因子的隨機性使得式 (3.1)的真實模型之參數β1對

參數估計變異數產生影響。 並且當β1 越大或越小, 式 (4.11) 的變異數亦將會越大

或越小。
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4.1.2 數值驗證-模型一之編碼策略

假設真實的模型為

Y = β0 + β1P1(W ) + ε

其中β0 = 20,β1 = 4, 真實滑動因子實驗區間為 [20,50], 故真實區間中心c = 35及

半長l = 15, 並且實驗誤差ε之變異數σ2 = 4。 而σ2
c ,σ

2
l之設定值如下:

表 4.1: 變異數σ2
c和σ

2
l之設定

σ2
l

1 6 10

σ2
c

1 (1,1) (1,6) (1,10)
6 (6,1) (6,6) (6,10)
10 (10,1) (10,6) (10,10)

且

σ2
t = log

(
σ2
l

µ2
l

+ 1

)
µt = log(µl)− 0.5× log

(
σ2
l

µ2
l

+ 1

)
而µl表隨機滑動因子區間半長之期望值, 我們將其設定為15。 因此, 將以上的設定

值代入式 (4.7) 可得
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表 4.2: 編碼的隨機滑動因子之參數期望值

(σ2
c , σ

2
l ) E(β̂01) E(β̂01)

(1,1) 20 3.991141
(1,6) 20 3.947710
(1,10) 20 3.913968
(6,1) 20 3.991141
(6,6) 20 3.947710
(6,10) 20 3.913968
(10,1) 20 3.991141
(10,6) 20 3.947710
(10,10) 20 3.913968

與表 (3.2) 對照, 表 (4.2) 的E(β̂01)與E(β̂01)之理論值與模擬結果相符。 此外,

式 (4.9) 指出, 若 eµt

l
很接近1的時候, 編碼的滑動因子所估計的參數將會有接近不

偏的性質。 而在我們的設定裡σ2
l設定為1,6,10,µl設定為15, 所以µt趨近於log(15),

因此 eµt

l
≈ 1,由於設定值滿足 eµt

l
≈ 1此條件之緣故,故表 (4.2)的E(β̂01)與E(β̂01)

非常接近不偏。

將設定值代入式 (4.10) 可得

表 4.3: 編碼的隨機滑動因子之參數變異理論值

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂01) var(β̂11) cov(β̂01, β̂11) cor(β̂01, β̂11)

(1,1) 0.09111111 0.0906396 0 0
(1,6) 0.09111111 0.4301399 0 0
(1,10) 0.09111111 0.6861549 0 0
(6,1) 0.44666670 0.0906396 0 0
(6,6) 0.44666670 0.4301399 0 0
(6,10) 0.44666670 0.6861549 0 0
(10,1) 0.73111110 0.0906396 0 0
(10,6) 0.73111110 0.4301399 0 0
(10,10) 0.73111110 0.6861549 0 0

由表 (4.3)可觀察到var(β̂01)隨著σ
2
c由1上升至6與10, 分別為0.09,0.45, 以及

0.73;var(β̂11)隨著σ
2
l 由1上升至6與10, 分別為0.09,0.43, 以及0.68; 而共變異數

及相關係數則為0。與表 (3.3)對照,除了模擬造成的誤差外,理論值var(β̂01),var(β̂11),

cov(β̂01, β̂11)與 cor(β̂01, β̂11)大致與模擬結果相符。
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4.1.3 未編碼的隨機滑動因子

前小節4.1.1描述了編碼滑動因子分析策略對於參數估計之影響, 本節將繼續另一

個分析策略的討論與導證, 即採用未編碼的滑動因子的分析策略。 經由式 (3.1) 的

模型可知

Y = β0 + β1P1(W ) + ε

其中

P1(W ) =
W − c
l

故

Y = β0 + β1

(
W − c
l

)
+ ε

= β0 −
c

l
β1 +

β1

l
W + ε

令

β02 = β0 −
c

l
β1

β12 =
β1

l

可得未編碼的滑動因子所建之模型為

Y = β02 + β12W + ε (4.12)

欲估計模型 (4.12) 之參數, 首先定義出模型矩陣M2:

M2 =



1 u∗

...
...

1 u∗

1 v∗

...
...

1 v∗
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其中

u∗ = c+ εc − exp(µt + εt)

v∗ = c+ εc + exp(µt + εt)

故可得參數估計為: β̂02

β̂12

 = (M′
2M2)

−1M′
2Y

=

 β0 −
c

l
β1 +

∑n
i=1 (εui + εvi)

2n
− (c+ εc)

∑n
i=1(εvi − εui)

2n× eµt+εt
β1

l
+

∑n
i=1(εvi − εui)
2n× eµt+εt


(4.13)

其中M2之維度為2n× 2,Y值的定義如同式(4.2) 與 (4.3)。

對式 (4.13) 之參數估計取期望值可得:

E

 β̂02

β̂12

 = EE

  β̂02

β̂12

 εc, εt


= E

 β0 −
c

l
β1

β1

l



=

 β0 −
c

l
β1

β1

l

 =

 β02

β12

 (4.14)

比較式 (4.14) 與式 (4.9) 兩式所得之期望值,(4.9) 中的估計量對於真實模型參

數β0和β1是接近不偏的。由於解釋變數的單位改變,使得參數估計之期望值產生變

化, 因此式 (4.14) 中以未編碼策略估計而得的參數對於式 (4.12) 中的β02和β12是

不偏的。 須注意 β02 = β0 − c
l
β1和β12 = β1

l
, 與真實模型參數β0和β1不同。 在真

實模型 (3.1) 中的設定裡, 若我們將滑動因子以P1(W )編碼之, 則滑動因子將被

編碼為−1與+1, 而一單位的編碼值的變化, 例如: 由−1變為0, 其在滑動因子區

間裡代表的是20變為35, 即15單位的滑動因子變化量, 而Y之期望值將由16變為
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20, 即β1的變化。 因此, 編碼分析策略所估計的參數, 其描述的是每單位編碼值的

變化對於反應變數的影響。若分析者是以未編碼的滑動因子估計參數, 則其所代表

的就是原始的滑動因子單位, 當滑動因子產生一單位的變化時, 反應變數之平均將

改變β1

l
。兩種參數估計之差異, 即由單位改變所造成。

對式 (4.9) 取變異數可得:

cov

 β̂02

β̂12

 = covE

  β̂02

β̂12

 εc, εt

+ Ecov

  β̂02

β̂12

 εc, εt


分別對上式中等號右方的兩部分求解, 則

covE

  β̂02

β̂12

 εc, εt

 = cov

 β0 −
c

l
β1

β1

l

 = 0

Ecov

  β̂02

β̂12

 εc, εt

 = E


σ2

2n
+

c2σ2

e2µt+2εt2n
+

ε2cσ
2

e2µt+2εt2n
− cσ2

e2µt+2εt2n
− εcσ

2

e2µt+2εt2n

− cσ2

e2µt+2εt2n
− εcσ

2

e2µt+2εt2n

σ2

e2µt+2εt2n



≈


σ2

2n
+

c2σ2

e2µt2n
+

σ2
cσ

2

e2µt2n
− cσ2

e2µt2n

− cσ2

e2µt2n

σ2

e2µt2n


上式中≈的導出過程用到式 (4.8) 對e−2εt展開至第一項:

1

e2εt
= e−2εt ≈ 1− 2εt

故

E(e−2εt) ≈ 1− 2E(εt) = 1
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所以

cov

 β̂02

β̂12

 ≈

σ2

2n
+

c2σ2

e2µt2n
+

σ2
cσ

2

e2µt2n
− cσ2

e2µt2n

− cσ2

e2µt2n

σ2

e2µt2n



=


σ2

2n

(
1 +

c2

e2µt
+

σ2
c

e2µt

)
− cσ2

e2µt2n

− cσ2

e2µt2n

σ2

e2µt2n



=
σ2

2n


(

1 +
c2

e2µt
+

σ2
c

e2µt

)
− c

e2µt

− c

e2µt
1

e2µt

 (4.15)

根據式 (4.9), 式 (4.15) 中的eµt大約可視為隨機滑動因子區間半長l∗之期望值µl。

而共變異矩陣裡的變異數與共變異數值顯示, 當隨機區間半長之期望值遞增時, 參

數估計的變異數與共變異數將會變小。

根據2.2.3節的描述可知,參數估計的單位為反應變數Y的單位除以解釋變數的

單位, 若採行未編碼的分析策略, 則解釋變數之單位即為滑動因子W的原始單位。

所以利用未編碼的隨機滑動因子估計的參數其單位是固定的, 不隨著隨機實驗區

間變動而有變化。 因此, 當µl增加時, 較能夠準確觀察β02與β12的變化, 進而降低參

數估計之變異。 而在式 (4.11) 中,eµt之影響則是相反的 , 若隨機區間半長之期望

值µl越大,參數估計的變異數越大,此現象是因為式 (4.13)中的參數估計代表每單

位編碼值的變化對反應曲面造成的影響。若採用編碼分析策略,則解釋變數之單位

為編碼值的單位, 而編碼值的單位會隨著隨機滑動因子區間變動, 故可知式 (4.6)

中實際估計的參數β01和 β11會隨著區間變動而改變, 而隨機性對於參數估計所造

成的變異則展示在式 (4.11)。相較之下, 由於單位固定之緣故, 式 (4.13) 中欲估計

的參數β02和β12不隨著區間變動而改變。

與式 (4.10) 相比, 式 (4.15) 不受真實模型參數β1的影響, 而式 (4.10) 卻受到

影響。 此現象的成因, 與上一段所提到的單位變化相同, 每當隨機滑動因子區間變

動時, 若以編碼的方式估計參數, 則參數的單位將隨滑動因子區間變動而變動。 反

之, 若以未編碼的方式估計參數, 則參數的單位將不會隨滑動因子區間變動。 所以

每單位編碼值的變動, 由於隨機性的關係, 對反應變數的影響不同。 因此式 (4.10)
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會受到真實模型參數的影響, 而式 (4.15) 則否。

對於var(β̂02), 當區間中心之變異數和真實滑動因子區間中心值c越小, 則模型

截距項之變異數將會越小。 考慮模型 (4.12), 我們可將β02視為給定滑動因子W =

0的反應變數期望值, 而對於任意一個滑動因子實驗區間[u, v], 若其上下界皆同時

大於0或小於0, 則可想像W = 0對於實驗區間[u, v]是一個外差點。 圖4.1標示

出W = 0與其對應在模型 (4.12) 上的點 , 由圖可見, 實驗區間1與實驗區間2

皆不包含W = 0的點, 故該點為外差點。 因此在給定隨機區間半長期望值e2µt 的

情況下, 截距項參數估計之變異數var(β̂02)將隨區間中心c以及區間中心變異σ
2
c增

加而上升。

圖 4.1: 區間中心變動, 區間半長固定

式 (4.15) 中,cov(β̂02, β̂12)不等於0, 但在式 (4.11) 中cov(β̂01, β̂11) 為0。 兩

者的差異, 則體現了兩種將滑動因子編碼以及未編碼的分析策略之不同, 正交性使

得β̂01與β̂11 之間互不相關。
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4.1.4 數值驗證-模型一之未編碼策略

將4.1.2節中所列的設定值代入式 (4.14)可得E(β̂02) = 10.6667,E(β̂12) = 0.2667,

將此兩值與表 (3.4) 比較可知模擬結果與參數估計期望值兩結果相符。

將設定值代入式 (4.15) 可得

表 4.4: 未編碼的隨機滑動因子之參數變異理論值

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂02) var(β̂12) cov(β̂02, β̂12) cor(β̂02, β̂12)

(1,1) 0.1294621000 0.0000892840 −0.0031249380 −0.9191436342
(1,6) 0.1318839000 0.0000912593 −0.0031940740 −0.9206840331
(1,10) 0.1338212000 0.0000928395 −0.0032493830 −0.9218750211
(6,1) 0.1299085000 0.0000892840 −0.0031249380 −0.9175630647
(6,6) 0.1323401000 0.0000912593 −0.0031940740 −0.9190957819
(6,10) 0.1342854000 0.0000928395 −0.0032493830 −0.9202802653
(10,1) 0.1302657000 0.0000892840 −0.0031249380 −0.9163041819
(10,1) 0.1327052000 0.0000912593 −0.0031940740 −0.9178305979
(10,10) 0.1346568000 0.0000928395 −0.0032493830 −0.9190102660

與表 (3.5) 相比, 表 (4.4) 中的各項理論值var(β̂02),var(β̂12),cov(β̂02, β̂12)以

及 cor(β̂02, β̂12)與模擬結果相符。

4.2 模型二

4.2.1 編碼的隨機滑動因子

式(3.14) 中, 假設真實的二次效應模型:

Y = β0 + β1P1(W ) + β2P2(W ) + ε

其中W為真實滑動因子區間,P2(W )為滑動因子所產生的二次效應, 且

P1(W ) =
W − c
l

(4.16)

P2(W ) = 3

(
W − c
l

)2

− 2 (4.17)
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利用模擬生成的隨機滑動因子區間W ∗的低, 中, 高三水平各為

u∗ = c+ εc − exp(µt + εt)

m∗ = c+ εc

v∗ = c+ εc + exp(µt + εt)

故三水平所產生的反應變數值為

Y ∗ui = β0 + β1P1(u
∗) + β2P2(u

∗) + εui

= β0 + β1

(
εc − exp(µt + εt)

l

)
+ β2

(
3

(
εc − exp(µt + εt)

l

)2

− 2

)
+ εui

(4.18)

Y ∗mi = β0 + β1P1(m
∗) + β2P2(m

∗) + εmi

= β0 + β1

(εc
l

)
+ β2

(
3
(εc
l

)2

− 2

)
+ εmi (4.19)

Y ∗vi = β0 + β1P1(v
∗) + β2P2(v

∗) + εvi

= β0 + β1

(
εc + exp(µt + εt)

l

)
+ β2

(
3

(
εc + exp(µt + εt)

l

)2

− 2

)
+ εvi

(4.20)

i = 1, ..., n

與前文4.1.1節相同, 我們將採用編碼的策略, 以編碼的滑動因子建立模型, 即

Y = β03 + β13P
∗
1 (W ) + β23P

∗
2 (W ) + ε (4.21)

其中

P ∗1 (W ) =
W − c∗

l∗
(4.22)

P ∗2 (W ) = 3

(
W − c∗

l∗

)2

− 2 (4.23)

為反應隨機滑動因子的線性效應及二次效應的變化, 式 (4.16) 和 (4.17) 是利用真

實區間中心c與半長l進行編碼, 而式 (4.22) 與 (4.23) 是利用隨機區間中心c∗與半
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長l∗進行編碼。 以P ∗1 (W ) 和P ∗2 (W )便可得模型 (4.21) 之模型矩陣M3

M3 =



1 −1 1
...

...
...

1 −1 1

1 0 −2
...

...
...

1 0 −2

1 1 1
...

...
...

1 1 1


M3之維度為3n× 3, 反應變數矩陣Y則是利用式(4.18) 至 (4.20) 建立。 所以, 模

型 (4.21) 之參數估計式為:
β̂03

β̂13

β̂23

 = (M′
3M3)

−1M′
3Y

=


β0 − 2β2 +

2β2e
2µt

l2
e2εt +

β1εc
l

+
3β2ε

2
c

l2
+

∑n
i=1(εui + εmi + εvi)

3n

β1e
µt

l
eεt +

6β2e
µtεc
l2

eεt +

∑n
i=1(εvi − εui)

2n

β2e
2µt

l2
e2εt +

∑n
i=1(εvi + εui − 2εmi)

6n


(4.24)
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對式 (4.15) 取期望值

E


β̂03

β̂13

β̂23

 = EE



β̂03

β̂13

β̂23

 εc, εt



= E


β0 − 2β2 +

2β2e
2µt

l2
e2εt +

β1εc
l

+
3β2ε

2
c

l2

β1e
µt

l
eεt +

6β2e
µtεc
l2

eεt

β2e
2µt

l2
e2εt



≈


β0 − 2β2 +

2β2e
2µt

l2
+

3β2σ
2
c

l2

β1e
µt

l

β2e
2µt

l2


(4.25)

上式中,E(ε2c) = σ2
c ,”≈”乃根據式 (4.8) 的關係對eεt以及e2εt展開至第一項。 由式

(4.9) 可知, eµt約可視為隨機區間半長l∗之期望值µl, 而µl根據第三章模擬的設定,

即等於真實區間半長l。 故若 eµt

l
≈ 1, 則式 (4.25) 可進一步化簡為

E


β̂03

β̂13

β̂23

 ≈

β0 +

3β2σ
2
c

l2

β1

β2


(4.26)

在以上推導中, 若 eµt

l
≈ 1則代表真實區間半長l與隨機區間半長之期望值eµt幾乎

相等, 若再加上隨機區間中心c∗的期望值與真實區間中心c相等的條件, 則可知隨

機實驗區間的平均與真實區間會差不多相等, 因此參數估計將很接近不偏。 又根據

前文可知, 以編碼策略估計的參數其單位受到隨機區間半長l∗ 影響, 若將l∗視為固

定則其單位亦為固定的, 因此在 (4.26) 中,β̂13與β̂23 趨近於不偏估計。
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與式 (4.7) 相比, 在只具有線性效應的模型 (4.5) 中, 其參數估計期望值只受

到真實區間半長l或是隨機區間半長之期望值eµt的影響, 但在具有二次效應的模型

中,參數估計值會受到反應曲面的切線斜率變化β2與區間中心變異σ
2
c影響,而β2的

改變在線性效應模型裡是不存在的。 因此參數估計值受到的影響在具有不同效應

的模型中是不一樣的。

在式 (4.26)中,β̂13和β̂23大致上可視為不偏估計量。β̂03則不然,我們可看到 β̂03之

期望值中包含β0和
3β2σ2

c

l2
兩部分, 後者受到了真實滑動因子區間半長l以及區間中心

變異數σ2
c影響。當區間中心之變異數越小, 以及區間半長越長, 則3β2σ2

c

l2
將會趨近於

0, 使得β̂03 趨近於不偏估計量。 對於
3β2σ2

c

l2
, 我們可解釋為:

1. σ2
c之影響:4.1.2小節提到, 估計截距參數可視為對滑動因子W等於0進行反

應變數的預測, 若採用未編碼的策略估計參數, 則由於區間[u, v]不包含0點,

故等同對外插點進行預測。採行編碼策略估計參數,以P ∗1 (W )和P ∗2 (W )將滑

動因子編碼之, 故截距參數將變為對P ∗1 (W )為0的點進行反應變數的預測,

而P ∗1 (W ) = 0即落在編碼實驗區間內, 故等同對內差點進行預測。

圖4.2中,我們標示出實驗區間5,6和7,而圖中的曲線即為模型 (4.21)。須注

意, 圖4.2與圖3.5完全相同, 但圖4.2中我們另外標示出實驗區間5,6與7的

區間中心,以及區間中心對應在模型上的點。根據前段所提,採用編碼策略估

計參數,截距參數即預測P ∗1 (W ) = 0之反應變數期望值,欲使等式P ∗1 (W ) =

0成立, 可知W為區間中心。 由圖4.2可知, 不同的區間其區間中心將會改變,

因此使得反應變數期望值產生變化。故式 (4.26)中,隨機區間中心變異σ2
c越

小, 將使β̂03越趨近不偏。

2. 真實區間半長l之影響: 給定區間中心變異σ2
c ,區間半長l越長,則代表實驗區

間所涵蓋的範圍越長, 而較寬的實驗區間所觀察到的反應曲面範圍也較廣。

考慮兩個真實滑動因子區間,其區間半長等於1以及100,若區間中心產生變

動, 則可預期半長為1的區間所觀察到的截距變化將會與原先的真實區間有

很大的差異。 但在半長為100的區間裡, 區間中心變動對於觀察到的截距變

化所造成的影響將會較小, 因為隨機化的區間很有可能會與真實區間重疊。

所以在較寬的滑動因子區間裡, 切線斜率的變化較能顯示反應曲面的變化。
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圖 4.2: 區間中心改變, 區間半長固定

3. 二次效應參數β2之影響: 圖4.3展示兩個模型, 圖中的實線表模型一:

Y = 20 + 4P1(W )− 2P2(W ) + ε

其二次效應設定為−2。 虛線表模型二:

Y = 20 + 4P1(W )− 5P2(W ) + ε

模型二的二次效應我們將其設定為−5, 相較於模型一的曲率變化, 模型二的

曲率變化大於模型一。故可知, 當β2設定為負值時, 若β2越小, 則模型的曲率

變化將越大 , 使得滑動因子的細微變化對反應變數造成莫大的改變, 進而影

響截距參數估計之變異; 反之, 若β2設定為正, 則曲率變化將隨β2值越大而

越趨劇烈。 因此在式 (4.26)中, 當β2趨近於0時, 曲率的影響將越來越小, 對

反應變數的影響亦同, 因而使得截距參數估計趨近不偏。
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圖 4.3: 二次效應對模型之影響

對式 (4.24) 取變異數可得:

cov


β̂03

β̂13

β̂23

 = covE



β̂03

β̂13

β̂23

 εc, εt

+ Ecov



β̂03

β̂13

β̂23

 εc, εt


對等式右方的兩個部分求解得:

Ecov



β̂03

β̂13

β̂23

 εc, εt

 = Ecov



∑n
i=1(εui + εmi + εvi)

3n∑n
i=1(εvi − εui)

2n∑n
i=1(εvi + εui − 2εmi)

6n



=



σ2

3n
0 0

0
σ2

2n
0

0 0
σ2

6n
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以及

covE



β̂03

β̂13

β̂23

 εc, εt



=


var(E(β̂03|εc, εt)) cov(E(β̂03, β̂13|εc, εt)) cov(E(β̂03, β̂23|εc, εt))

cov(E(β̂13, β̂03|εc, εt)) var(E(β̂13|εc, εt)) cov(E(β̂13, β̂23|εc, εt))
cov(E(β̂23, β̂03|εc, εt)) cov(E(β̂23, β̂13|εc, εt)) var(E(β̂23|εc, εt))



= cov


β0 − 2β2 +

2β2e
2µt

l2
e2εt +

β1εc
l

+
3β2ε

2
c

l2

β1e
µt

l
eεt +

6β2e
µtεc
l2

eεt

β2e
2µt

l2
e2εt



根據式 (4.8), 對eµt與e2µt展開至第二項, 可得

var(E(β̂03|εc, εt)) ≈ 4

(
2β2e

2µt

l2

)2

σ2
t +

(
β1

l

)2

σ2
c + 2

(
3β2

l2

)2

σ4
c

var(E(β̂13|εc, εt)) ≈
(
β1e

µt

l

)2

σ2
t +

(
6β2e

µt

l2

)2

σ2
c

var(E(β̂23|εc, εt)) ≈ 4

(
β2e

2µt

l2

)2

σ2
t

接著, 共變異數為:

cov(E(β̂03, β̂13|εc, εt)) = cov(
2β2e

2µt

l2
e2εt ,

β1e
µt

l
eεt) + cov(

β1εc
l
,
6β2e

µtεc
l2

eεt)

=

(
2β1β2e

3µt

l3

)
cov(e2εt , eεt) +

(
6β1β2e

µt

l3

)
cov(εc, εce

εt)

=

(
2β1β2e

3µt

l3

)(
E(e3εt)− E(eεt)E(e2εt)

)
+

(
6β1β2e

µt

l3

)
E(ε2ce

εt)
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同樣地,≈乃因式 (4.8) 對eµt ,e2µt和e3µt分別展開至第二項並取期望值, 可解出

cov(E(β̂03, β̂13|εc, εt)) ≈
(

2β1β2e
3µt

l3

)[(
1 +

9σ2
t

2

)
−
(

1 +
σ2
t

2

)(
1 + 2σ2

t

)]
+

(
6β1β2e

µt

l3

)
σ2
c

cov(E(β̂03, β̂23|εc, εt)) = 2

(
β2e

2µt

l2

)2

var(e2εt) ≈ 8

(
β2e

2µt

l2

)2

σ2
t

cov(E(β̂13, β̂23|εc, εt)) =

(
β1β2e

3µt

l3

)
cov(e2εt , eεt)

≈
(
β1β2e

3µt

l3

)[(
1 +

9σ2
t

2

)
−
(

1 +
σ2
t

2

)(
1 + 2σ2

t

)]
所以, 式 (4.15) 的參數估計之共變異數矩陣為

cov


β̂03

β̂13

β̂23

 =


var(β̂03) cov(β̂03, β̂13) cov(β̂03, β̂23)

cov(β̂13, β̂03) var(β̂13) cov(β̂13, β̂23)

cov(β̂23, β̂03) cov(β̂23, β̂13) var(β̂23)

 (4.27)

var(β̂03) ≈ 4

(
2β2e

2µt

l2

)2

σ2
t +

(
β1

l

)2

σ2
c + 2

(
3β2

l2

)2

σ4
c +

σ2

3n

var(β̂13) ≈
(
β1e

µt

l

)2

σ2
t +

(
6β2e

µt

l2

)2

σ2
c +

σ2

2n

var(β̂23) ≈ 4

(
β2e

2µt

l2

)2

σ2
t +

σ2

6n

cov(β̂03, β̂13) ≈
(

2β1β2e
3µt

l3

)[(
1 +

9σ2
t

2

)
−
(

1 +
σ2
t

2

)(
1 + 2σ2

t

)]
+

(
6β1β2e

µt

l3

)
σ2
c

cov(β̂03, β̂23) = 2

(
β2e

2µt

l2

)2

var(e2εt) ≈ 8

(
β2e

2µt

l2

)2

σ2
t

cov(β̂13, β̂23) ≈
(
β1β2e

3µt

l3

)[(
1 +

9σ2
t

2

)
−
(

1 +
σ2
t

2

)(
1 + 2σ2

t

)]
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式 (4.27) 中, 若將實驗區間視為固定的, 即去除σ2
c與σ

2
l以及e

µt , 則參數估計之變

異將只受到實驗誤差的變異σ2影響。 即

cov


β̂03

β̂13

β̂23

 =



σ2

3n
0 0

0
σ2

2n
0

0 0
σ2

6n


在式 (4.10) 中, 模型的參數之共變異數為0, 但式 (4.27) 裡的三個共變異數則

不為0, 其原因在於模型中的二次效應, 每當滑動因子區間中心c∗或者是半長l∗產

生變動, 使得滑動因子區間偏移真實區間, 區間變動所產生的改變都將透過滑動因

子的二次效應對反應變數值造成變化。 因為在不同的實驗區間裡所觀察到的曲率

變化不盡相同, 因此將影響到線性效應以及二次效應, 所以在式 (4.24) 中, 由於區

間隨機化的關係三個模型參數的估計式裡都包含了隨機區間中心和半長的所產生

的誤差εc和εt, 而使得三個參數之間產生了共變異數。

觀察式 (4.27) 可發現, 變異數以及共變異數皆受到l和eµt影響。 如同4.1.1所描

述的, 若真實滑動因子實驗區間的區間半長l越長, 那麼滑動因子隨機化對於區間

變動的影響將會越來越小。eµt約可視為隨機區間半長l∗之期望值µl, 採用編碼策略

下, 如同前文所述, 參數的單位受到區間半長影響, 故當隨機區間半長之期望值越

大, 將使得參數的單位之變動範圍變大, 所以滑動因子隨機化對於區間變動造成的

變異將會越來越大。

對於σ2
c和σ

2
t兩項, 在給定真實區間中心c和半長l下, 若滑動因子變動的幅度小,

即σ2
c和σ

2
t越小, 則隨機實驗區間內所觀察到的斜率β1 與曲率β2將不會與真實實驗

區間有太大的差距, 因此var(β̂13)與var(β̂23)亦將不會太大。 反之, 若滑動因子變

動的幅度越大,即σ2
c和σ

2
t越大,則隨機區間所觀察到的斜率與曲率將與真實實驗區

間所觀察到的有很大的差異, 故var(β̂13)與β̂23將大增。

除了以上所提及的,變異數矩陣還受到真實模型中的參數β1以及β2影響。當β1以

及β2為不同的值時,在實驗區間裡所觀察到的斜率與曲率的變化亦將會不同所以β̂03,

β̂13,β̂23 也將受到變化。 其中var(β̂23)受到β2影響, 可解釋為真實模型之切線斜率

將影響編碼滑動因子之模型的切線斜率。 在二次模型裡, 我們可發現不論實驗區間

設置於何處, 反應曲面的變化將受切線斜率變化量β2的影響, 而不像式 (3.1) 的
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一次模型所構成的反應曲面, 只是一條斜率為β1的直線, 反應曲面的變化不會受到

切線斜率變化量影響。 所以,β̂13之變異數, 除了受到β1影響, 還受到β2的影響。 而

相同的解釋, 對於β̂03之變異數亦成立, 反應變數值在二次模型裡將同時受到β1以

及β2影響, 所以β̂03之變異亦將受到兩者影響。

4.2.2 數值驗證-模型二之編碼策略

假設真實的模型為

Y = β0 + β1P1(W ) + β2P2(W ) + ε

其中β0 = 20,β1 = 4,β2 = −2, 其餘設定值與模型一相同。 將設定值代入式 (4.25)

可得

表 4.5: 編碼的隨機滑動因子之參數期望值

(σ2
c , σ

2
l ) E(β̂03) E(β̂13) E(β̂23)

(1,1) 19.991030 3.991141 −1.991150
(1,6) 20.077230 3.947710 −1.948052
(1,10) 20.143550 3.913968 −1.914894
(6,1) 19.857700 3.991141 −1.991150
(6,6) 19.943900 3.947710 −1.948052
(6,10) 20.010210 3.913968 −1.914894
(10,1) 19.751030 3.991141 −1.991150
(10,6) 19.837230 3.947710 −1.948052
(10,10) 19.903550 3.913968 −1.914894

式 (4.26) 提到, 若 eµt

l
≈ 1且真實區間半長越長以及隨機區間中心變異越小,

則β̂03,β̂13和β̂23 將有接近不偏的性質, 而我們的設定值符合這些條件, 故表 (4.5)

中所展示的理論值E(β̂03),E(β̂13)與E(β̂23)非常接近不偏。此外,表 (4.5)的E(β̂03),

E(β̂13)與E(β̂23)與表 (3.6) 大致相同。

將設定值代入式 (4.27) 可得
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表 4.6: 編碼的隨機滑動因子之參數變異數理論值

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂03) var(β̂13) var(β̂23)

(1,1) 0.3671748 0.7278077 0.0769937
(1,6) 1.6838140 1.0535160 0.4061536
(1,10) 2.6370980 1.2989210 0.6444746
(6,1) 0.7725081 3.9136480 0.0769937
(6,6) 2.0891480 4.1704000 0.4061536
(6,10) 3.0424320 4.3627510 0.6444746
(10,1) 1.1479750 6.4623210 0.0769937
(10,6) 2.4646140 6.6639060 0.4061536
(10,10) 3.4178980 6.8138140 0.6444746

表 4.7: 編碼的隨機滑動因子之參數共變異數與相關係數理論值

(σ2
c , σ

2
l ) cov(β̂03, β̂13) cov(β̂03, β̂23) cov(β̂13, β̂23) cor(β̂03, β̂13) cor(β̂03, β̂23) cor(β̂13, β̂23)

(1,1) −0.3535146 0.1406541 −0.07032686 −0.68385275 0.83654318 −0.29708813
(1,6) −1.0094490 0.7989738 −0.39945200 −0.75790846 0.96614058 −0.61065916
(1,10) −1.4840550 1.2756160 −0.63765490 −0.80185435 0.97848443 −0.69693364
(6,1) −1.4178190 0.1406541 −0.07032686 −0.81541442 0.57673097 −0.12811581
(6,6) −2.0621710 0.7989738 −0.39945200 −0.69863640 0.86736677 −0.30692381
(6,10) −2.5277800 1.2756160 −0.63765490 −0.69382288 0.91097532 −0.38027921
(10,1) −2.2692620 0.1406541 −0.07032686 −0.83315184 0.47310614 −0.09970096
(10,6) −2.9043490 0.7989738 −0.39945200 −0.71665463 0.79856988 −0.24280354
(10,10) −3.3627600 1.2756160 −0.63765490 −0.69682092 0.85948342 −0.30428998

表 (4.6)的理論值var(β̂03),var(β̂13)與var(β̂23)與 (4.7)之理論值cov(β̂03, β̂13)

,cov(β̂03, β̂23),cov(β̂13, β̂23), cor(β̂03, β̂13),cor(β̂03, β̂23)與cor(β̂13, β̂23),和表 (3.7)

和 (3.8) 的模擬結果大致相符。

4.2.3 未編碼的隨機滑動因子

採用未編碼的滑動因子分析策略, 須先定義出模型。 根據(3.14)

Y = β0 + β1P1(W ) + β2P2(W ) + ε

=

(
β0 − 2β2 −

cβ1

l
+

3c2β2

l2

)
+

(
β1

l
− 6cβ2

l2

)
W +

3β2

l2
W 2 + ε
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令

β04 = β0 − 2β2 −
cβ1

l
+

3c2β2

l2

β14 =
β1

l
− 6cβ2

l2

β24 =
3β2

l2

則

Y = β04 + β14W + β24W
2 + ε (4.28)

式 (4.28) 中的W表示未編碼的滑動因子。

未編碼的隨機滑動所組成的模型矩陣M4為

M4 =



1 u∗ (u∗)2

...
...

...

1 u∗ (u∗)2

1 m∗ (m∗)2

...
...

...

1 m∗ (m∗)2

1 v∗ (v∗)2

...
...

...

1 v∗ (v∗)2


其中

u∗ = c+ εc − exp(µt + εt)

m∗ = c+ εc

v∗ = c+ εc + exp(µt + εt)

反應變數矩陣則是由式 (4.18) 至 (4.20) 建立。 因此, 式 (4.28) 之模型參數估計
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為 
β̂04

β̂14

β̂24

 = (M′
4M4)

−1M′
4Y

=


β0 − 2β2 −

cβ1

l
+

3c2β2

l2
+ ε∗1

β1

l
− 6cβ2

l2
+ ε∗2

3β2

l2
+ ε∗3

 (4.29)

上式中的隨機變數ε∗1,ε
∗
2以及ε

∗
3分別為:

ε∗1 =
(c+ εc)

2

2ne2µt+2εt

n∑
i=1

(εvi + εui − 2εmi)−
(c+ εc)

2neµt+εt

n∑
i=1

(εvi − εui) +

∑n
i=1 εmi
n

(4.30)

ε∗2 =

∑n
i=1 (εvi − εui)
2neµt+εt

− c+ εc
ne2µt+2εt

n∑
i=1

(εvi + εui − 2εmi) (4.31)

ε∗3 =

∑n
i=1 (εvi + εui − 2εmi)

2ne2µt+2εt
(4.32)
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對式 (4.29) 取期望值可得

E


β̂04

β̂14

β̂24

 = EE



β̂04

β̂14

β̂24

 εc, εt



= E


β0 − 2β2 −

cβ1

l
+

3c2β2

l2

β1

l
− 6cβ2

l2

3β2

l2



=


β0 − 2β2 −

cβ1

l
+

3c2β2

l2

β1

l
− 6cβ2

l2

3β2

l2

 =


β04

β14

β24

 (4.33)

由此可見, 利用未編碼的滑動因子估計參數, 其所估計的參數與真實模型式 (3.14)

所假設的真實參數不同。 同4.1.3節文中所提 , 式 (4.29) 的參數估計之單位已經

改變為每單位的滑動因子對於反應變數值所造成的增量, 故可知, 式 (4.29) 所

估計的參數為式 (4.28) 中的β04 ,β14和β24, 而非真實模型參數β0,β1與β2。 以編

碼的滑動因子估計參數,4.2.1節中我們提到在給定一些條件下, 其參數估計將趨

近於不偏的。 而式 (4.29) 中, 直接以未編碼的隨機滑動因子所得的參數估計對

於β04,β14和β24將是不偏的

對式 (4.29) 取變異數可得:

cov


β̂04

β̂14

β̂24

 = covE



β̂04

β̂14

β̂24

 εc, εt

+ Ecov



β̂04

β̂14

β̂24

 εc, εt
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上式中

covE



β̂04

β̂14

β̂24

 εc, εt

 = cov


β0 − 2β2 −

cβ1

l
+

3c2β2

l2

β1

l
− 6cβ2

l2

3β2

l2

 = 0

Ecov



β̂04

β̂14

β̂24

 εc, εt



=


Evar(β̂04|εc, εt) Ecov(β̂04, β̂14|εc, εt) Ecov(β̂04, β̂24|εc, εt)

Ecov(β̂14, β̂04|εc, εt) Evar(β̂14|εc, εt) Ecov(β̂14, β̂24|εc, εt)
Ecov(β̂24, β̂04|εc, εt) Ecov(β̂24, β̂14|εc, εt) Evar(β̂24|εc, εt)



= Ecov




β0 − 2β2 −

cβ1

l
+

3c2β2

l2
+ ε∗1

β1

l
− 6cβ2

l2
+ ε∗2

3β2

l2
+ ε∗3

 εc, εt



其中ε∗1,ε
∗
2,ε
∗
3定義在式 (4.30) 至 (4.32)。 須注意, 對以上矩陣求解之過程, 利用到

式 (4.8) 之性質對 eµt與e2µt展開至第二項。

Evar(β̂04|εc, εt) ≈
σ2

n
+

3(c4 + 6c2σ2
c + 3σ4

c )(1 + 8σ2
t )σ

2

2ne4µt
− (c2 + σ2

c )(1 + 2σ2
t )σ

2

2ne2µt

Evar(β̂14|εc, εt) ≈
(1 + 2σ2

t )σ
2

2ne2µt
+

6(c2 + σ2
c )(1 + 8σ2

t )σ
2

ne4µt

Evar(β̂24|εc, εt) ≈
3(1 + 8σ2

t )σ
2

2ne4µt

Ecov(β̂04, β̂14|εc, εt) ≈ −
3(c3 + 3cσ2

c )(1 + 8σ2
t )σ

2

ne4µt
− c(1 + 2σ2

t )σ
2

2ne2µt
+

2c(1 + 2σ2
t )σ

2

ne2µt

Ecov(β̂04, β̂24|εc, εt) ≈
3(c2 + σ2

c )(1 + 8σ2
t )σ

2

2ne4µt
− (1 + 2σ2

t )σ
2

ne2µt

Ecov(β̂14, β̂24|εc, εt) ≈ −
3c(1 + 8σ2

t )σ
2

ne4µt
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所以, 參數估計之變異數矩陣為

cov


β̂04

β̂14

β̂24

 =


var(β̂04) cov(β̂04, β̂14) cov(β̂04, β̂24)

cov(β̂14, β̂04) var(β̂14) cov(β̂14, β̂24)

cov(β̂24, β̂04) cov(β̂24, β̂14) var(β̂24)

 (4.34)

其中

var(β̂04) ≈
σ2

n
+

3(c4 + 6c2σ2
c + 3σ4

c )(1 + 8σ2
t )σ

2

2ne4µt
− (c2 + σ2

c )(1 + 2σ2
t )σ

2

2ne2µt

var(β̂14) ≈
(1 + 2σ2

t )σ
2

2ne2µt
+

6(c2 + σ2
c )(1 + 8σ2

t )σ
2

ne4µt

var(β̂24) ≈
3(1 + 8σ2

t )σ
2

2ne4µt

cov(β̂04, β̂14) ≈ −
3(c3 + 3cσ2

c )(1 + 8σ2
t )σ

2

ne4µt
− c(1 + 2σ2

t )σ
2

2ne2µt
+

2c(1 + 2σ2
t )σ

2

ne2µt

cov(β̂04, β̂24) ≈
3(c2 + σ2

c )(1 + 8σ2
t )σ

2

2ne4µt
− (1 + 2σ2

t )σ
2

ne2µt

cov(β̂14, β̂24) ≈ −
3c(1 + 8σ2

t )σ
2

ne4µt

比較式 (4.27) 編碼滑動因子的參數估計變異數以及式 (4.34) 未編碼滑動因

子的參數估計變異數, 兩者之間很明顯的可看出式 (4.27) 會受到真實模型的參

數β1與β2影響, 但式 (4.34) 則否。 在真實二次模型裡, 若利用編碼隨機滑動因子

的策略建模, 則一單位的編碼值其對應在滑動因子上的單位將隨著隨機滑動因子

區間改變而改變, 如前文描述, 每單位編碼值的變化對反應變數的影響也會因而改

變,因此真實模型的參數將對參數估計的變異數造成影響。若採用未編碼隨機滑動

因子的策略建模, 則不論隨機滑動因子區間如何變動, 參數估計之變異將不受真實

模型參數影響, 因為參數之意義為每單位原始的滑動因子的變化對於反應曲面所

造成的改變, 此與4.1.3節中模型 (4.12) 的參數意義相同。

式 (4.34) 中的eµt之解釋與4.1.3節中的式 (4.15) 相同。 未編碼的隨機滑動因

子估計的參數之單位是固定的, 所以隨機區間半長l∗期望值增加, 較能夠準確觀察

反應曲面的變化, 便有助於降低參數估計之變異。

由於反應曲面是二次的, 故當隨機區間中心變動到不同地方時, 所觀察到的反

應曲面之斜率與曲率將會改變, 因而影響參數估計值。 所以真實區間中心c和區間

中心變異σ2
c 將對參數估計造成影響。 而在給定區間半長的情況下, 若區間變動的
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幅度越大, 即σ2
t越大, 則區間隨機化對參數估計的影響將會越大。 故參數估計的變

異數將和 c,σ2
c以及σ

2
t成正比。 此外, 式 (4.34) 中的參數之間的共變異數皆不等於

0。 與4.2.1小節的式 (4.27) 相比, 其共變異數產生之來源不同,4.2.1小節採用編碼

策略所得到的模型矩陣為正交矩陣, 故其共變異來源為滑動因子實驗區間之隨機

性, 此外, 當真實區間半長l變大, 如前文所述, 參數估計之變異將越來越不受到實

驗區間之隨機性影響, 故其共變異數將趨近於0。 4.2.3小節採用未編碼策略所得的

模型矩陣並非正交的, 又加上實驗區間具隨機性的緣故, 使得參數之間必產生共變

異數。 因此, 未將滑動因子產生的效應編碼, 其參數估計之間將會是相關的。

4.2.4 模型二之驗證-模型二之未編碼策略

若將設定值代入式(4.33), 可得E(β̂04) = −18,E(β̂14) = 2.1333以及E(β̂24) =

−0.0267, 與表 (3.9) 相比, 模擬結果與參數估計期望值相符。

將設定值代入式 (4.34) 可得

表 4.8: 未編碼的隨機滑動因子之參數變異數理論值

(σ2
c , σ

2
l ) var(β̂04) var(β̂14) var(β̂24)

(1,1) 1.796692 0.0061620360 0.0000012382
(1,6) 2.202668 0.0075121390 0.0000015123
(1,10) 2.544147 0.0086468350 0.0000017426
(6,1) 1.841874 0.0061867990 0.0000012382
(6,6) 2.257921 0.0075423840 0.0000015123
(6,10) 2.607868 0.0086816880 0.0000017426
(10,1) 1.878154 0.0062066100 0.0000012382
(10,6) 2.302288 0.0075665800 0.0000015123
(10,10) 2.659032 0.0087095700 0.0000017426
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表 4.9: 未編碼的隨機滑動因子之參數共變異數與相關係數理論值

(σ2
c , σ

2
l ) cov(β̂04, β̂14) cov(β̂04, β̂24) cov(β̂14, β̂24) cor(β̂04, β̂14) cor(β̂04, β̂24) cor(β̂14, β̂24)

(1,1) −0.09697468 0.00133784 −0.00008667 −0.92163598 0.89696903 −0.99225909
(1,6) −0.11990650 0.00166189 −0.00010586 −0.93215127 0.91057768 −0.99318015
(1,10) −0.13920160 0.00193465 −0.00012199 −0.93852218 0.91881435 −0.99374197
(6,1) −0.09827475 0.00134403 −0.00008667 −0.92061699 0.88999880 −0.99027131
(6,6) −0.12149430 0.00166946 −0.00010586 −0.93099471 0.90345921 −0.99118682
(6,10) −0.14103140 0.00194337 −0.00012199 −0.93728340 0.91160686 −0.99174525
(10,1) −0.09931480 0.00134898 −0.00008667 −0.91985875 0.88460888 −0.98868962
(10,6) −0.12276460 0.00167550 −0.00010586 −0.93012970 0.89795350 −0.98960077
(10,10) −0.14249520 0.00195034 −0.00012199 −0.93635406 0.90603227 −0.99015654

比較表 (3.10)與 (3.11)之模擬結果和表 (4.8)與 (4.9)之理論值var(β̂04),var(β̂14),

var(β̂24), cov(β̂04, β̂14),cov(β̂04, β̂24),cov(β̂14, β̂24), cor(β̂04, β̂14),cor(β̂04, β̂24)與

cor(β̂14, β̂24)可發現 ,cor(β̂04, β̂14)之模擬值大約介於−0.98至−0.97間, 理論值介

於−0.93至−0.91間; cor(β̂04, β̂24)模擬結果介於0.94至0.96, 理論值介於0.88至

0.91。 我們推測模擬的結果由於模擬誤差的關係, 造成var(β̂0)之數值偏小, 使得

cor(β̂04, β̂14)和cor(β̂04, β̂24)兩值被高估, 因此推斷模擬誤差的結果與理論值之間

存在些許差異, 除此之外, 其他模擬的結果與表 (4.8) 與 (4.9) 之理論值相符。
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第 5 章

結論與未來展望

在一般的迴歸模型

Yi = γ0 + γ1xi + εi

εi ∼ N(0, σ2), i = 1, ..., n

其中εi為獨立且分布相同。 對於檢定H0 : γ1 = 0, 我們可用T檢定, 其檢定統計量

為

T =
γ̂1

se(γ̂1)
(5.1)

我們拒絕H0 : γ1 = 0, 並接受H1 : γ1 6= 0之拒絕域為

|T | > T1−α/2,n−2

固定γ̂1的值可知,當se(γ̂1)很小的時候,式 (5.1)的T值較大,因此分析者將得到H1 :

γ1 6= 0或是γ1為顯著的結論。 反之, 若se(γ̂1)很大, 則T值將變小, 故分析者將得

到γ1不顯著的結論。

在本文的二階段實驗裡, 分析者在第一階段實驗建立了滑動因子實驗的實驗區

間, 基於實驗誤差或者是配適模型造成的誤差, 將使得實驗區間帶有隨機性。 因此,

在第二階段的實驗裡, 具有隨機性的實驗區間將會讓參數估計的變異數產生變化,

若採用編碼的隨機滑動因子分析策略, 如同4.1.1與4.2.1兩小節所提, 參數估計的

變異數將會變大, 但因為直交性的關係, 使得估計參數的過程方便許多 ; 若採用未

編碼的隨機滑動因子分析策略, 則4.1.3 與4.2.3兩小節展示參數估計的變異數亦

將會變大, 但經由此方法所估計的參數, 其意義為每單位原始滑動因子對於反應變
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數造成的增量, 其為固定且不受實驗區間隨機性影響。若分析者忽略滑動因子實驗

區間的隨機性, 即把具有隨機性之實驗區間所獲得的實驗數據, 以傳統非隨機實驗

區間的手法進行數據分析, 便可能忽略實驗區間之隨機性所帶來的變異, 因而低估

參數估計之變異, 進而做出錯誤的統計分析將不顯著的效應誤判為顯著的效應。

經由全文的討論可知, 具有隨機性的實驗區間對於參數估計之變異的影響。 接

著, 一般統計分析裡對於參數的估計, 效應顯著性的假設檢定與模型選取變成待解

決的問題。 在實驗區間具隨機性的架構下, 參數應可利用最大概似估計而得, 而參

數的檢定與模型選取的準則應可透過參數估計的抽樣分配導出而解決。
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