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2. 文獻回顧 -- 計數函數 

 

在實驗設計中，設計可分為兩大類 -- 正規設計與非正規設計，兩者最大的差別

就在於前者擁有著定義對比子群（defining contrast subgroup）的結構，而後者則

無此結構存在。因為數學上常用到的群理論（group theory）可以直接運用到正

規設計中，因此目前為止對於正規設計研究已有相當豐富的成果。因為正規設計

的許多結果皆是利用群理論導出，故並不容易推廣到非正規設計上。而計數函數

利用的是另一套的數學工具 -- 多項式（polynomial）來定義設計，其為實驗設

計提供了另一條不同的研究道路。計數函數不僅可適用正規設計，亦可同樣定義

在非正規設計上，故藉由計數函數這個橋樑，可將許多正規設計上的性質延伸到

非正規設計上。 

計數函數發展至今約有七八年的時間，最早是由 Fontana , Pistone 和 

Rogantin（2000）論文中提出的，這篇主要是利用計數函數來研究沒有重複試驗

點的 2 水準部分因子設計，Ye（2003）則將計數函數推廣到可以有重複試驗點的

2 水準因子設計。之後還有其他關於計數函數論文的研究，在這裡不詳細多加介

紹。這邊要注意的一點是，在上面幾篇論文中，都用指標函數一詞代表計數函數，

也就是說在以前的論文中，指標函數就是等於計數函數，但之後我們會把這兩者

分開定義，兩者可以是不同的兩個函數。 

 

 

2.1 定義 

    計數函數利用多項式來表示一個設計。如果將全因子設計中的每個試驗點都

當作空間裡的一個點來看，那麼某個設計 E 的計數函數就是代表在全因子設計

中每一個點在 E 中出現次數的函數。 
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定義 2.1 (Ye, 2003)：若 s 為因子的個數，令 D 為一個兩水準全因子設計，水準

以−1和 1 來表示，則 D 有 2s個點。令 E 為一 s 因子的設計，則 E 為 D 的一個子

集，其計數函數為定義在 D 上的函數，若 rx 表示在設計 E 中，試驗點 x 出現的

次數，則計數函數可定義為 

DrCE ∈= x       x x ，)(   

Fontana et al.(2000)證明出每一個計數函數都有唯一的多項式表示法，也就是

說，任何一設計都有唯一的多項式計數函數與之對應。每一個設計所對應的計數

函數 EC ，若以多項式來表示， ∏∑
∈∈

==
I

II
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E xbC ，即 ，其中 P 為{1 , 2 ,…, 

s }裡所有子集形成的集合，亦 }},...,1{},...,,1{},...,,1{},{},...,1{,{ sssssP −= φ ， 

而該多項式的係數可利用內積加總算出，即 

∑
∈

⋅=
Ex

s xb )(X
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1

II                     (2.1) 

計數函數的常數項為 s

n
2

，n 為 E 試驗總次數，此常數項代表 E 與 D 試驗次數的

比例，而詳細證明及內容可參閱 Ye（2003）。對於 3 水準以上或混合水準的設計，

其相對應的計數函數也可定義出來，詳情可參閱 Cheng 和 Ye（2004）。 

指標函數也是用多項式來表示。某設計 E 的指標函數為代表在全因子設計

中每一個點是否有出現在 E 中的函數，有出現就是 1，沒出現就是 0。故指標函

數可定義為 
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指標函數的推導可利用計數函數，將每個試驗點出現次數大於等於 1 的部分都令

為 1，其他的則為 0，然後同樣再利用(2.1)式以內積加總的方式去計算出其指標

函數。 

 

例 2.1：有一兩因子設計的設計矩陣如下 
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由設計矩陣的內積加總可算出多項式各項的值(x1x2= x1*x2) 

I x1 x2 x1x2

1 1 1 1 

1 1 −1 −1 

1 −1 1 −1 

3 1 1 −1 

此設計的計數函數與指標函數皆為 

212121212 4
1

4
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4
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4
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2
1)()( xxxxxxxxFC EE −++=−++== xx  

 

例 2.2：E 為一 12 × 4 的非正規設計，其中( 1 , −1 , 1 , 1 )為重複點，其在 E 中出

現了兩次。 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1−1−1−1−

111−1

1111−

1−111

1−−11

1−1−1−1

11−1−1−

1−11−1−

11−11−

111−1

1−111−

11−11

          

                  

                  

                  

               

            

            

            

               

                  

               

                  

             

1

4321 xxxx

 



 

 6

由設計矩陣的內積加總可算出多項式各項的值，可寫出此設計的計數函數 
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而其指標函數為 
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在本論文中，我們所要研究的設計中相異的試驗點個數，其即為指標函數常數項

的分子部分。比如例 2.1 中，分子部分 3 即為設計相異試驗點；例 2.2，分子 11

為相異試驗點個數。 

 

2.2 無重複點 

對於沒有重複點的設計，其計數函數跟指標函數兩者是相同的；如果有重複點的

設計，則計數函數與指標函數是不同的。我們可由計數函數算出指標函數，但無

法從指標函數推回其計數函數。 則指標函數若其計數函數對     xx ，1)(， ≥∈ ECD  

； 1)( =xEF 。  0)(  ，  0)( == xx EE FC 則指標函數若計數函數  

而對於沒有重複點的設計 E 來看的話，其計數函數 I
I

I)( Xx ∑
∈

=
P

E bC 的值只有

0 或 1，因此 

)()(2 xx EE CC =  

由上面這等式，Fontana et al.(2000)推導出 

                        ∑
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,
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      (2.2) 

P 表示為{1,…,s}裡面所有的子集所形成的集合， φb 為計數函數常數項的係數，
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其值為試驗次數與全因子設計次數之比例。我們可以用此等式來判定某一設計是

否有重複點的存在。 

 

例 2.3 (續例 2.1)：由例 2.1 知此設計之計數函數為 2121 4
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因為等式成立，因此可知此設計沒重複點。 

 

例 2.4(續例 2.2)：由例 2.2 可知計數函數為 
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點的存在。

此設計中有重複因為等式不成立，可知可得

將其帶入式子故
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其他性質比如像設計是否為正規設計、設計投影性（Projection）、正交性

（Orthogonality）等，都可由計數函數中獲得其資訊。也可利用計數函數來定義

準則以挑選最佳設計，如 minimum aberration，許多原本在正規設計中廣泛被使

用的準則，都由於計數函數的出現，而推廣到非正規設計上。因此，計數函數的

出現，為非正規設計提供了一個良好的研究工具。 

 

 

 


