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3. 理想 

 
3.1 理想 

定義 3.1：假設 k 是一個體（field），如有理數 Q、實數 R、複數 C ，令

),...,,( 21 nαααα = 為一 n 元非負整數， [ ]nxxxk ,...,, 21 為係數屬於 k 的 n 元

),...,,( 21 nxxx 多次多項式所形成的集合，即 

[ ] },{,...,, 21
2121 kaxxxxxaxxxk n

nn ∈⋅⋅⋅⋅== ∑ α
ααααα

α
α ∣  

 

定義 3.2：子集合 ],...,,[ 21 nxxxk⊂I 是一個理想（Ideal）如果 I 滿足以下條件： 
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21 則而且若

則若  

 

若給定任何一個有限集合 nQA ⊂ ，其中 Q 代表是有理數體，

},...,,),...,,({ 2121 QQ ∈== nn
n aaaaaa   a ∣  

令 },0)(],...,[{)( 1 AQ AI ∈∀=∈= aa   fxxf n ∣  

則： 
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因此 I(A)是一個理想。 

 

定義 3.3： 為 的多項式，則為在令 knk fffxxkfff ,...,,],...,[,...,, 21121    理想 I 的一組

基底。若對任何一個屬於 I 裡的多項式 f 皆存在 ],...,[,...,, 121 nk xxksss    ∈ 使得 
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( ) ( ) ( )njn

k

j
jn xxxfxxxsxxxf ,...,,,...,,,...,, 2121

1
21 ∑

=

= 。 

此時可將 。,...，,... 2,12,1 生成的理想所為即表示為      ss ffffff II  

根據 Hilbert basis 定理，可知道每一個理想 I 都可由一組有限基底所生成。

任何一個理想都可找到對應的一組基底，而且同一個理想並不僅只有一組基底，

你可以找到其他不同的基底但皆對應到相同的理想.。 

 

3.2 設計之理想 

 

在實驗設計上，令 n 為因子之個數，D 為一個兩水準全因子設計之集合，水準以

−1跟 1 表示。令 E 為一 n 因子的設計，E 為在 D 中未出現在 E 的試驗點的集合

（注意：E 中每個試驗點皆無重複），則 E 與E 都是 D 的子集，由定義 3.2 可知，

)()( EE II 與 都是理想。因為 E 為一設計，故我們稱 )(EI 稱為設計 E 之理想，而

將 )(EI 稱為設計 E 的補設計理想。 

假如 kfff ,...,, 21 為 )E(I 這理想的一組基底，則E 的集合會跟 
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這組方程式的解集合是相同的。如果知道 )E(I 的一組基底時，便可利用解聯立

方程式的方式去找出E 裡的元素。 

 

 

由第 2 章我們知道計數函數定義為 
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 a arCE =)(  

這裡的 a 是 D 裡的一個點。當 E∈a 時， 的值並不一定，故，       a aa rrCE 1)( ≥= 因此 

)(EI 的基底並不是那麼容易找出來；但如果 )(0)( ECE E I此時，時，     a a =∈ 的一

組基底可以找出。 D∈a   對於所有因為 ，因子的水準為−1或 1，所以其滿足 

nixi ,...2,1012 ∈∀=−     ， ，  

EEf ∈∈ a     則對，令 )(I  

     aa aaaaa rfCfrCf EE ⋅−=−= )()()(})(){(0  

，所以   aaa a )()()( ECfrf =⋅ 故 
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 a 時，對

 

{ } 。的一組基底是因此   x )()(,1,...,1,1 22
2

2
1 ECxxx En I−−−  

 

找到了{ }  x 的一組基底是 )()(,1,...,1,1 22
2

2
1 ECxxx En I−−− ，可知E 的集合與聯立

方程式 
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的解集合是相同的；求出了這組方程組的解或者知道解的個數，就可找出此實驗

設計中有幾個試驗點不包含在 E 中，換句換說，就當然可以知道此設計中有幾
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個相異的試驗點，即 Es −2 。 

 

例 3.1(續 2.1)： 

此設計的計數函數為 

2121 4
1

4
1

4
1

4
3)( xxxxCE −++=x  

可得到以下之方程組： 
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此方程組的解為（−1 , −1），此點不被包含在 E 中，即此設計共有 3122 =− 個相

異的試驗點。 

 

)(xEC 計數函數是一個多元多次的多項式，現在想問的是多元多次的方程組

如何求解呢？解的個數是多少呢？以下介紹 Groebner 基底正是用來研究多元多

次方程組解的一個好方法。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


