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5. Groebner 基底對相異試驗點個數之研究 

 

( ) { }
( ){ }I

II

I

∈∉=

=

ggxx

xx

                   

   

   5.1

，〡

領導項所整除基底裡任何一個元素的的不能被理想〡

，則我們定義代表為任何一個項次序為一個理想，令：

LT

GroebnerEst

αα

αα
τ

τ 定義

 

 

一般來講，給定不同的項次序，所得到的 Groebner 基底是不一樣的，因此 

( )IτEst 也會是不同的，但是對於 ( )IτEst 裡的元素個數卻是為一個固定的值。從

第三章得知， )()( EE II 與 分別為兩個理想，而 )(EI 的 Groebner 基底並不容易求

得出來，所以 ( )( )EIτEst 也就不容易得到； )(EI 則是可經由 ( ){ }xEn Cxx ,1,...,1 22
1 −−

這組基底算出其 Groebner 基底，進而得知 ( ))(Est EIτ ，而下一個定理，將提供一

個重要的訊息。 

 

( ) 裡的元素個數一樣多。的元素個數與：集合    5.1 EE  )(Est Iτ 定理  

 

    定理 5.1 的證明可參考 Cox, Little and O’Shea (2007) Section 5.3。E 為在 D

中未出現在 E 的試驗點的集合，意即E 的元素個數就是未出現在設計 E 中的試

驗點個數。故一個設計中有幾個相異的試驗點，可利用定理 5.1 可得，因為

( ))(Est EIτ 元素個數與E 的元素個數相同，我們將利用計算出 ( ))(Est EIτ 裡的元素

個數來研究相異試驗點個數，以下將舉幾個例子。 

 

則此設計矩陣為。）為正規設計，令衍生器（：有一      5.1 213
13 generator2 xxx =− 例  
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多項式，則做與再對，所以可得

。

多項式的運算，可得的與

繼續再對。，此時集合中加入

把，，根據所以

多項式，即的與，接下來做

與同理可得到，因此根據除法定理可知

多項式，故可得的與，首先先計算

為令項次序。的基底可為而理想

數為此設計所對應的計數函經由內積加總，可算出

τI

x

 

x1 x2 x3=x1x2 

1 1 1 

1 −1 −1 

−1 1 −1 

−1 −1 1 
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( )
多項式運算，則得到做

與此時，再對，得到同樣的由除法定理，可
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多項式，可得到做與以及 ，與對

最後，多項式餘式的與故
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個相異的試驗點。因此此設計有

有4個點，中有4個元素，表示因為集合

基底。由其可得的是

，故 知道因此根據上面運算皆可
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   例 ： (續2.2)5.2 E 為一 12 × 4 的非正規設計，此設計中(1 , −1 , 1 , 1)為重複

點，出現了兩次。設計的計數函數為 
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( )

基底為的可算出理想利用軟體

時，為項次序

種不同的項次序狀況。接下來，我們將考慮兩
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同的。

裡的元素個數都是相項次序，可知，不管選取那一個與因此由

個相異試驗點。有個點，意即中有 5個元素，故 此集合共有

除的項所成形的集合被領導項中任何一個整   

故不可  ，領導項集合為

基底為的

時，為項次序

個相異試驗點。有意即個點中有 所以

個元素中有集合 因為因此
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因此，瞭解 ( ))(Est EIτ 的元素個數可幫助我們瞭解設計中相異試驗點，下列定理

可幫助找出設計中相異試驗點的下限是多少。 
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-  x ,  , ... ,  5.2

集合，則

的中所整除的元素所形成後不可被為在作了所形成的集合，餘式加進

後所有代表在作了基底。令，可得到 運算，標記為

多項式次作了的基底 若對理想 I  定理
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整除的單項集合。不能

集合。中任何一個整除的單項不能被

集合。中任何一個整除的單項不能被令
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我們討論兩種狀況：
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所以

（根據除法定理）

令

當

 

，即得證。可知，與由 ii KK ⊂+1)2()1(    

因此，當考慮( i )與( ii )兩種狀況時，則可知 。， nijKK ji ≤<∀⊆    

 

定理 5.2提供了當我們找 )(EI 的Groebner基底時所做的Buchberger’s演算法

過程中， ( ))(Est EIKnijKK nji τ=≤<∀⊆ ，而，   ，故可以得到 ( ) iKEI ⊆)(Estτ ，

因此做到第 ( ))(Est EIKSi i τ等於裡的元素個數一定大於多項式運算時，集合次 -  

，所以令作到第 i 次 S -多項式運算時 個裡的元素個數為集合 ii mK ，則可知道不
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在設計中的試驗點個數小於或等於 im ；換句話說，就能得到設計的相異試驗點

個數至少有 個i
n m−2 (這裡的 n 為因子個數)。我們可利用相異點個數下界知道

至少可以估計幾個因子效應。 

 

綜合以上章節，我們可從一設計的計數函數，找出設計中相異試驗點的個

數。其演算過程如下： 

 

步驟 1： 

若 n 為其因子個數，現有一兩水準的設計 E，其計數函數為 )(xEC ，而且此設計

之設計理想為 )(EI ，補設計理想為 )(EI ，利用補設計理想 )(EI ，找出 )(EI 的基

底為 

{ })(111 22
2

2
1 x      . . .        En Cxxx ，，，， −−−  

步驟 2： 

對 )(EI 基底{ })(111 22
2

2
1 x      . . .        En Cxxx ，，，， −−− ，利用 Buchberger’s A1gorithm，

找出 )(EI 的 Groebner 基底。令此 Groebner 基底為 { }mfffG     . . .        ，，， 21= 。 

步驟 3： 

利用 )(EI 的 Groebner 基底，找出 Groebner 基底中每個元素的領導項，分別為

     . . .        )LT()LT()LT( 21 mfff ，，， ，而不能被其中任何一個領導項整除的項所形成

的集合，令其為 ( ))(Est EIτ 。 

步驟 4： 

若 ( ))(Est EIτ 中元素的個數為 s，則設計 E 共有 sn −2 個相異試驗點。 

 

 


