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36 第2章 機率基本概念

2.1 前言

2.1.1 醍醐灌頂

進入本章前,請先想想以下問題:

1. 文獻中第一個機率問題是賭金分配,是個世紀難題, 難倒了

許多數學家,包括巴斯卡與費馬。 今日為何能輕易解此題?愛因斯坦 (1926) 說:

「上帝是不擲骰子的」。

請看本書第一章說明。 2. 在微觀物質中,粒子的位置與動量是服從 「機率模式」嗎? 兩

位物理學家愛因斯坦與波爾看法迥異。愛因斯坦錯了嗎?

2.1.2 本章架構

文獻中記載的第一個賭金分配的機率問題 (Pacioli,1494) 經過許

多數學家 (包括巴斯卡與費馬)的討論, 150多年後才得解。不得解賭金分配問題見本章

習題第3題。
的原因是 「機率」沒有定義,而且還未制定 「機率三公設」。

本章首先說明使用機率模式的動機, 然後定義 「機率」 與制定

「機率三公設」。 接著就能證明出有用的八個機率定理。 最後貝氏「三八加一線」 是指三

公設, 八定理, 及條件

機率。
(Bayes) 先生定義了條件機率 (以 「一直線」 符號表示), 補足了機

率三公設與八定理無法分析的條件事件。 有了機率定義, 在加上

「三八加一線」,整個機率論已完整;能夠計算出任何事件的機率。

作者將本章內容濃縮成四句歌詞,猜猜此四句歌詞的涵意。

此四句歌詞, 可以三輪

車調吟唱。 熟讀本章

後, 再回想此歌詞涵意,

看看此歌詞是否掌握

該章的精神。

分 賭 金, 算 機 率, 一 點 五 個 世 紀 難題

樣 本 空間, 事 件 空 間, 機 率 函 數 有 定 義

三 公 設, 八 定理, 量 子 力學 上 帝 奧秘

貝 氏 先生, 條 件 機 率, 三 八 加 一 線, 全 備 齊

圖 2.1: 機率基本概念 (三輪車調)
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68 第3章 一元隨機變數基本概念

3.1 前言

3.1.1 醍醐灌頂

投擲一個錢幣 3次, 「出現一次正面的事件」可寫成

{(正, 反, 反), (反, 正, 反), (反, 反, 正) }, 這種寫法很繁瑣。 如果

是投擲一個錢幣100次,幾乎是無法一一列出 「出現一次正面的事

件」中所有樣本點。有何簡便的方法表達此事件?

3.1.2 本章架構

回答醍醐灌頂的課題,很自然的一個想法是建立一個函數, 將隨機請不要被 「隨機變數」

的名字誤導, 名字中雖

有變數, 但它的性質卻

不是變數;它是函數。

實驗中樣本點轉換成實數; 此函數稱為 「隨機變數」。 隨機變數的

好處: (1) 量化樣本點, (2) 簡化 「機率事件的表示方式」, (3) 其後

續發展出的 “累積分配函數 (cdf)與分配函數 (pdf)” 使得我們能

與 「微積分」這個有力的數學工具連上線,藉此簡化分析, (4)更進

一步產生了所謂的機率模式, 如常態機率模式。就像身分證或護照是

人的ID, ID 能讓我們

辨認出某人的名字。

「隨機變數」 的 ID,能

讓我們辨認出 「隨機變

數」的名字, 進而知道

所有與其相關的屬性。

本章有三大課題: (i) 定義隨機變數, (ii) 定義能分辨隨機變數

的證件 (ID),包括累積分配函數, 分配函數,與動差母函數; (iii) 定

義隨機變數的屬性, 包括描述集中趨勢, 分散趨勢, 尾端事件之機

率,四分位數,百分位數,與動差等屬性。

作者將本章內容濃縮成四句歌詞,猜猜此四句歌詞的涵意。

此四句歌詞, 可以三輪

車調吟唱。 熟讀本章

後, 再回想此歌詞涵意,

看看此歌詞是否掌握

該章的精神。

樣 本 點, 實 數 值, 隨 機 變 數 結 連 理

c d f, p d f, 身 份 證 件 辨 唯 一

期 望 值, 變 異數, 又 名 一 二 階 動 差

馬 可 夫, 柴 比 雪 夫, 神 龍 現 尾, 真 稀 奇
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200 第4章 常用的機率模式

4.1 前言

4.1.1 醍醐灌頂

你同意這世界是 「亂中有序」的嗎? 如果同意, 如何證明。

4.1.2 本章架構

常用的機率模式彙整於圖4.1。 先認識這些機率模式 (名字, 參數,

圖形,相互關係), 再學習利用這些模式來解釋 「亂中有序」的世界。

trials (p) Binomial (k, p) (n, p) (µ) Uniform (a, b, c)

−∞ < x < ∞ −∞ < x < ∞ −∞ < x < ∞ x > 0 x > 0

X + 1 N → ∞ n = 1
n
∑

i=1

Xi, iid

n → ∞

Geometric: Hypergeometric Bernoulli Standard Discrete Discrete Uniform

b = n xn = b

Geometric: Pascal, Negative Binomial Poisson Equal-Spaced

µ + σX X2

(X − µ)/σ

. . . , min{K,n}

Normal Standard Student’s t, F Chi-Squared

∑υ
i=1 X2

i , iid

K/N → p

lnX

x = 0, 1, . . . x = max{n − N + K, 0}, x = 0, 1 x = 0, 1, . . . , n x = x1, x2, . . . , xn

α = 2 α = 1 β1− 1
α X1/α α = 1 i = 1, 2 (X1 + X2)/2, iid

x > 0 x > 0 x > 0 0 < x < 1 a < x < b

x > 0 x > 0 x > 0 0 < x < 1 a < x < b

(1) α = υ/2, β = 2 n = 1 +
b − a

c

eX

(α, β) (m, α) (α, β) (α1, α2) (a, m, b)
Weibull Log Normal Gamma Beta Triangular

Rayleigh Exponential Erlang Standard Rectangular,
(β) (β) (k, β) Uniform Uniform (a, b)

x = 1, 2, . . .
k
∑

i=1

Xi , iid x = k, k + 1, . . . x = 0, 1, 2 . . . , n x = 0, 1, 2 . . . x = a, a + c, . . . , b

υ2 = υ indep
υ1 = 1

α = k, integer α1 = α2 = 1 m = (a + b)/2

−β ln(1 − X)

a = 0 x1 = a

I

√
βX k = 1 a = 0, b = 1

X2/β
k

∑

i=1

Xi, iid a + (b − a)X

p → 0

L C

A, S A, S S

A, S P Cβ , S
σ = α

A A, B, P

Xi ∼ Gamma(αi, β)

µ = lnm

A Cp Cp C

failures (p) (N, K, n) (p) Uniform (n) (x1, . . . , xn)

[ln(X/m)]/α lim
α→∞

(X − αβ)/
√

αβ2

(2) 2X/β, ν = 2α n → ∞

X1
X1+X2

, indep

lim
k→∞

X − (k/p)
√

k(1 − p)/p2
lim

n→∞

X − np
√

np(1 − p)
lim

µ→∞

X − µ
√

µ

c = 1 xi − xi−1 = c

k = 1 np = µ

(µ, σ 2) Normal υ → ∞ t(υ) (υ1, υ2) X1/υ1

X2/υ2
(υ)

註 1. 圖中以實線 ( )表示兩隨機變數間的轉換, 其中 X為箭尾的隨機變數; ( )虛線連接表示極限的關係。

註 2. 圖中自我關聯箭號 ( ): A: Minimum, B: Maximum, C: Convolution, I: Inverse, L: Linear Combination, P: Product, S: Scaling.
(Source random variables: A and B require iid; C, L, and P require independent; Cβ, Cβ require “variational iid”.)

註 3. 表示 cdf為 “隱涵數 (closed-form inverse cdf)”。 表示 “無記憶性 (memoryless property)”。

圖 4.1: 25個常用機率模式的關聯圖


